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Introducción 

§ 1.4. Asignatura 
de las matemáticas. 
Magnitudes variables 
y constantes, conjuntos 


Entre todas las ciencias las matemáticas ocupan un Jugar espe- 
cial. Las matemáticas se definen como una ciencia sobre las formas 
espaciales y relaciones cuantitativas del mundo real, Si se toman en 
consideración el estado contemporáneo de las matemáticas y la di- 
versidad do las estructuras que constituyen el objeto de su estudio, 
las formas espaciales y relaciones cuantitativas so deben entender, 
por supuesto, dosde el punto de vista más general. 

Las matemálicas ofrecen a otras ciencias un lenguaje numérico 
y simbólico para expresar toda una serie de relaciones que existen 
entre los fenómenos de la naturaleza, Mas, antes de recurrir al Jon- 
guajo matemático, un biólogo. un físico o un economista han do 
comprender profundamente la esencia del fenómeno que se analiza, 
descomponerlo en las partes yue pueden ser tratadas matemáti- 
mente, 

Los objetos de estudio en las propias matemáticas son las modelos. 
lógicos constrnidos con el fin de describir los fenómenos de la natu- 
raloza y de Ja sociedad. Las matemáticas investigan las relaciones. 
existentes entre los elementos de Jos modelos mencionados. Si nn 
modelo matemático rofleja correctamento la esencia del fenômeno. 
dado, permite también poner de manifiesto los lazos interiores lógi- 
cos que parecían ocultos al comienzo de la investigación, es decir, 
los matemáticas son capaces de descubrir, además, la faceta cualita- 
tiva de tal o cual fenómeno. 

Por sor muy abstracto, un mismo modelo matemático puedo des- 
cribir los más diferentes procesos. Por ejemplo, una misma ecuación 
diferencial describe tanto el carácter de la desintegración radiactiva, 
como la variación de temperatura de un cuerpo humano. 

Al estudiar los fenómenos de la naturaleza nos encontramos 
a cada paso con la variación de las magnitudes y con la depondlencia 
de una magnitud de la otra. Por esta razón, el concepto de magnitud 
variable es fundamental en el análisis matemático. 

Por magnitud variable (o simplemente variable) se entendorá 
aquella que en el proceso de estudio de un fenómeno cualquiera adquie- 
re por lo menos dos valores distintos. Una magnitud que en el 
proceso de la investigación de una cuestión dada admite wn solo 
valor, leva el nombre de constante. 
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F, Engels ha notado que la aparición de la variable cartesiana 
introdujo en las matemáticas el movimiento y la dialéctica. 

Al reunir todos Jos valores adquiridos por una magnitud variable, 
obtendremos el conjunto de valores de dicha magnitud. 

El concepto de conjunto es también fundamental en las matemá- 
ticas; es un concepto sencillo y primario el que no se definirá en tér- 
minos de otras nociones sencillas. + 

El conjunto es una totalidad o sea una reunión de ciertos entes 
de un género arbitrario. 

Así por ejemplo, podomos hablar sobre el conjunto do estudiantes 
de un instituto, sobre el conjunto de moléculas on un cuerpo dado, 
sobre el conjunto de televisores en colores en una aula dada, ete. 
Los objetos que integran ol conjunto dado se llamarán elementos 
del conjunto. 

Los conjuntos se design: 
isculas A, B, . X, Y, 
minúsculas a. b, ..., 2, Y, 

Si un elemento z pertenece al conjunto A, denotemos simbóli 
mente: z € A. Si, en cambio, z no pertenece al conjunto A, so es- 
cribe: z Ẹ A. Mediante ol símbolo A © B (el conjunto A ostá incluido 
en 9l confunto B) se denota la afirmación de que si x € A, entonces 
=EB. 

El conjunto A en esto último caso se denomina subconjunto del 
conjunto B. Se emplea también una inscripción equivalente B >A 
(el conjunto Z incluye en sí el conjunto 4). Los símbolos =. > 
reciben el nombre do signos de inclusión. 

Sí un conjunto no contiene ningún clemonto, lo llaman vacio 
y denotan con el simbolo Ø. Está claro que Ø = A, donde A es un 
conjunto cualquiera. 

Para designar los conjuntos son de amplio uso las llaves, dontro 
de las cuales se describen de tal o cual manera los elementos que for- 
man parte de (dichos conjuntos. La expresión N = (1, 2, 3, ...) 
significa un conjunto de números naturales: (0, 1, 2, ...) es un 
conjunto [do números enteros no negativos, mientras que Z = 
= lo... —2, —1, 0, 1, 2, ...) es un conjunto de tados los núme- 
ros enteros, Ho aquí un ejemplo más: A = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 0) 
es un conjunto compuesto por las cifras del sistema decimal de nume- 


ración, Es evidente que 2 € A, mientras que: $g A. 


Suele decirseJque los conjuntos A y B son iguales y se escribe 
A=B, si ACB y BG A. La respuesta a la pregunta de si son 
iguales los conjuntos dados no es siempre 'or ejemplo, si 
A = {6, 3, 10, ...) y B:=(p-+ q} es un conjunto de sumas de 
los números primos p y q, Superiores a 2, entonces es obvio que B Œ 
< A. Sin embargo, hasta ahora no se ha establecido todavía, si es 
cierto que A = B, es decir, si podemos representar un número entero 


, como siempre, mediante lotras 
y sus elementos con letras 
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cualquiera >6 como una suma de dos números primos superiores 
a dos. 

En este curso trataremos, en lo principal, los conjuntos numé- 
ricos, es decir, los conjuntos cuyos elementos son Jos números. 


$ 1.2. Operaciones sobre conjuntos 


Para los conjuntos pueden introducirse las operaciones aritmé- 
ticas de adición y multiplicación las cuales poseen las propiedades 
que son muy análogas a las propiedades correspondientes de las 
operaciones de adición y multiplicación do los números. 

Sean dados dos conjuntos arbitrarios A y B. Se denomina suma 
o unión de los conjuntos A y B un conjunto C compuesto de los 


P EPER 


Tasje. 
Pig. Fig. 2 Fig. 3. Fig. 4 


elementos de los conjuntos A y Æ on oste caso so escribe; C = A + 
+8, 0 bien C = AU B Ifig. 1). Es fácil vor que A+ A =A. 

Se llama producto o intersección de los conjuntos A y B un con- 
junto compuesto por los elementos que pertenecen simultáneamente 
tanto al conjunto A como al conjunto B. La intersección do los con- 
juntos se designa como AB o bien A f B dig. 2). Es evidente que 
A NA = 4. Si AB = Ø, diremos que los conjuntos A y B no se 
intersocan. Haciendo uso del concopto do igualdad de los conjuntos, 
so puede demostrar que: 1) A + B =B + A, 2) (A +B)C= 
= AC + BC, 3) (AB) C = A (BC), 4) (A + B)— C = A + (BH 
+ C). Demostremos, por ejemplo, 2). Si z € (A + B) C, entonces, 
de acuerdo con la definición del producto, z € A + B y z €C. De 
la definición de la suma proviene que z €A, o bien z € B. Suponga- 
mos, para concretar, que z € A. Èn este caso z € AC y, por consi- 
guiente, z € AC + BC. Quiere decir, (A + B) Č < AC + BC. Si 
ahora el elemento z € AC = BC, so cumple por lo menos una do las 
relaciones x € AC, x€ BC; sea, para concretar, z € AC. Entonces, 
TEA + ByzEC, os decir, z € (A + B) C. Do aquí AC + BCS 
<= (A + B) C. Con esta igualdad queda domostrada la 2). 

Llamaremos diferencia de los conjuntos A y B un conjunto R = 
7 ANB compuesto de aquellos elementos de A que no pertenecen 
a B. 

Observemos que en el caso general (ANB) + B +A (fig. 3). 
Pero, si B = A, entonces (AX) B = A (fig. 4). 
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Los conjuntos con las operaciones introducidas de adición y mul- 
tiplicación forman un álgebra peculiar en la que no hay coeficientes 
y potencias. 


$ 1.3. Simbolos 
de la lógica matemi 


Con el fin de roducie las inscripciones so emplearán en adelante algunos 
bolos lógicos más simples. Si para nosotros no es de interés lu esencia de 
cual afirmación, sino sí su relación con las otras afirmaciones, la primera se 
designará mediante una de las Jotras %, B, . . . - La inscripción a == $ significa: 
«de la afirmación a se deduce la alirmaciór Mediante el signo æ <=> f se desig- 
pará el hecho de que las afirmaciones æ y $ sun equivalentes, es decir, de œ se 
deduce f y de f se deduce a. 

La inscripción Vx €A: æ significa que spara todo elemento x € A tiene 
Jugar la afirmación (>. Els 1 numbre de cuantificador universal. 

La inscripción 3 y € B: 2 signilica que sexiste un elemento y € B, para el 
ua! tene lugar la afieranción fo. El simbolu se denomina cuantificado cristen 
cial. 

E} simbolo Z se entenderá como negactón de la afirmución 2, O, brevemente, 
no as 

Construy 


os la negación de la afirmación Vz £ A : o. 

Si dicha afirmación no tiene lagar, entonces la a tiene Jugar uo para lodos 
los z € A. es decir, existe un elemento z €A, para el cual % uo tiene lugar: 
VEA: a => De € A : 3. Análogamente: 3y EBF -=> Vy € B: p 

De este modo, para construir la negación de cierta fórmula Jógica_en la 
que se contienen los signos Y y 3, es necesario sustituir el signo V por 3 y el 
signo 3 pur V, y, además, transferir la negación (la raya) a la propiedad que 
sigue tras dos puntos. Por ejemplo, la negación de la afirmación 


IM, Ve EA: fM 
tiene la forma 


IM, VECA TEAS M EI 


< VM, B EA: p) >M. 


§ 1.4. Números reales 


El concepto de número esTprimario y fundamental en las mate- 
máticas. Dicho concepto pasó un largo “camino de desarrollo histó- 
rico. El conjunto de números reales 


A PEN | 


apareció en relación con la cuenta de los objetos. A continuación, 
bajo la influencia de las necesidades prácticas y del desarrollo de las 
propias matemáticas se han introducido los números enteros 


Z=4.... 3 2. 1,0,1,2,3.. 
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y los racionales 
Q= (min). donde m,nEZ,n0. 


Para conservar la uniformidad en la inscripción de un número 
racional convengamos en considerar que la fracción mín os irre- 
ducible, si no se hacen indicaciones especiales con este motivo. 

Sin embargo, la introducción de los números racionales no ha 
resuelto totalmente el problema práctico de importancia sobre la 
medición de segmentos. En efecto, existen los segmentos cuya longi- 
tud no es un número racional. A título de ejemplo puede sorvir la 
diagonal de un cuadrado cuyo lado es igual a la unidad. 

En relación con lo dicho surgió la necesidad de introducir, ade- 
más de los números racionales, otros números, irracionales, Los 
números arbitrarios, sean racionales o irracionales. se denominan 
reales. El conjunto de números realos se donota mediante R. E. 
varios métodos para introducir (definir) los números reales. Nos 
detendremos en el método de represontarlos en forma de las 
ciones decimales infinitas 

ETA AA 4) 
Aquí ay es un número entero no negativo, mientras que a, son las 
cifras decimales. Do esto modo, a, puede tomar sólo uno de los valo- 
res 0,1,2. 9. El signo + se omite frocuentemente en las 
inscripciones de esta índole, 

El número O (cero) se escribe en una de las siguientes formas: 


0= +0.00... = 0,00 = 0 


Paca representar un número racional, distinto de cero, m/n 
(m > 0, n > 0) en forma de una fracción decimal, realicemos el 
proceso de división de m por n conforme al método estudiado en la 
escuela primaria: 


(2 


Hemos de notar que si esto método se aplica a otra inscripción 
do la fracción Emp/np = m/n (p > 0), se obtendrá el mismo resul- 
tado. 

Suponemos 


+ga (3) 


y UE al segundo miembro de (3) desarrollo decimal del número 
Em/n. 

Si el denominador de la fracción tiene la forma n = 2’5', donde 
s, 1 son ciertos números enteros no negativos, entonces el proceso (2) 
so da por terminado, realizados un número finito de pasos, y se 
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obtiene la fracción decimal finita 
E taoa o auy = Hat >> 03900... (a> (4) 
Se emplea también otra representación de la fracción finita (4): 
E A 
Etot + Ox (ar — 1) (9), (5) 


aunque dicha representación no proviene del proceso (2). La repre- 
sentación en el segundo miembro de (5) es nna fracción decimal 
infinita. 

Una fracción docimal 


BuBiBa +- + 


se denominará infinita, siempre que para cualquier n natural existe 
tal k natural (k > n) que la cifra Pa, que ocupa el k-ósimo lugar tras 
la coma, os smporior a cero. 

Subrayemos quo una fracción decimal de la forma +4 .. . 
++: 0900 . . .. la llamaremos finita. Cada fracción docimal finita 
puede ser representada, al aprovechar el método (5), on forma de 
una fracción decimal infinita. Las otras fracciones decimales, las 
cualos se tratarán en lo que sigue, definirán otros números. 

Supongamos ahora quo el denominador de muestra fracción no 
os de la forma 2*5', El proceso (2) será en este caso infinito: en cual- 
quier paso surge un resto positivo. Todo resto es inferior a n, razón 
por la cual (después de haber agotado todas las cifras del número m) 
ya entre los primeros n restos por lo menos dos de ellos resultarán 
ser iguales entre sí, Pero, tan pronto como surja un resto que ya se 
observó antes, el proceso so hace roitorado, as decir, periódico, Por 
esta razón el desarrollo decimal de wn número racional arbitrario 
tiene por expresión 


himaya, -o duba oo Dibe ooe ba oee 
=at, -e albi aee ba) (<n). (6) 
El desarrollo (5) puede considerarse como un caso particular de 


(6). 
Ejemplos: 
20,466 ....=0,1(6), F=0, (142857), 


20,22 ...=0,12), 


0,0707 .... =0,(07), 
= 0,00707... = 0,0 (07). 


m 


$ 14 Números reales, 5 


El desarrollo del tipo (6) leva el nombre de fracción periódica 
decimal infinita. 

Así pues, todo número racional distinto de coro puede desarro- 
Marse, con ayuda del proceso (2) (y, en el caso (4), también mediante 
el proceso (5)), en vna fracción periódica decimal infinita, So puedo 
demostrar en tal caso que a los números racionales diferentes les- 
corresponden distintos desarrollos decimales infinitos. Viceversa, 
cualquier fracción periódica infinita (6) se engendra, con ayuda de 
los procesos mencionados (2) y (5), por cierto número racional que 
se calcula según la fórmula 


[ona -.. a+ tao], 


Aquí nos hemos permitido designar por medio de B . 
y 9... 9 un número entero escrito por las cifras Py.. 


= 


9... 9, respectivamente, 
tos 

Tyee 

Por ejemplo, 


1,237 (08) = 1,237 + 0,000 (06) = 1,237 + -B6 10-3 =r 4,237-+ ¡pg + 


Adomás de las fracciones decimales periódicas existen también 
fracciones aperiódicas, por ejemplo, 0,1010010001 .. .; 
0,121422411222 . 

He aquí un ejemplo más: al extraer la raíz cuadrada di 
acuerdo con la regla conocida, obtendremos cierta fracción decimal 
aperiódica infinita VZ = 1,41 ... . Esta fracción ostá definida 
èn el sentido de que a todo número natural k le corresponde una cifra 
determinada a que ocupa el k-ésimo lugar tras la coma y se calcula 
unívocamente de conformidad con la regla para extraer la raíz 
cuadrada. 

El análisis matemático proporciona varios ¡métodos para calcular 
ol número xx con cualquier precisión prefijada de antemano. Esto 
conduce a un desarrollo decimal infinito bien determinado de a, 
el cual, como resulta, no es una fracción decimal periódica mixto. 

Demos ahora la definición del número irracional, esta voz, neta- 
mente formal. Se denomina múmero irracional una fracción aperiódica 
infinita arbitraria 


a E y (8) 


donde ay es un número entero no negativo y az (k = 1, 2, ...) son 
las cifras; el signo de igualdad «=» significa que el segundo miembro 
de (8) se ha designado mediante a. Por otra parte, resulta conveniente 
decir que el segundo miembro de (8) es un desarrollo decimal del 
número a. e 
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Los números racionales e 'irracionales llevan el nombre de números 
reales, 

De lo dicho se infiere que todo número real distinto de cero puede 
escribirse en forma de la fracción decimal infinita (8). Si el número 
citado es racional. su desarrollo decimal será una fracción decimal perió- 
dica infinita. En el caso contrario, de acuerdo con nuestra definición, 
la propia expresión (8) determina un número irracional, 

Una fracción decimal distinta de cero puede sor finita, pero ella 
no determina un nuevo número racional: en virtud de Ja represen- 
tación expresada por la igualdad (5) puedo ser sustituida por una 
fracción periódica infinita igual a la primera, 

El número a, en el que no todas las œ, son nulas, se denomina posi- 
tivo o negativo en dependencia del signo «+9 o 4—» que figura en (8); 
en este caso, como siempre, el signo «7» se omitirá, 

Los números reales se han definido hasta ahora del modo formal; 
resta definir, además, las operaciones aritméticas con ellos, intro- 
ducir para los mismos el concepto «>», y comprobar que dichas 


operacionos y el concepto «>» concuerdan con las operaciones y ol 
concepto «>» correspondientes que ya conocimos para los números 


racionales y cerciorarse de que los números reales satisfacen las 
propiedades que exigimos de los números cn general. 


$ 1.5. Definiciones 
de la igualdad y 
de la desigualdad 
Senn dados dos números a= +% . 
PaPa « -n definidos mediante las fracciones deci 
Convengamos en considerar que dichos números son iguales entre sí 
cuando, y sólo cuando, son iguales sus signos y 


an= Ba 4=0,1,2.... 
Supongamos que los números a y b son positivos. Por definición, 
a< bo bien, que as lo mismo, b> a, si Uy < Bo, o si existo tal 
Índice (un número entero no negativo) 1 que œa = Ba (k = Ô, 1, -.. 


ds Bin ù 
Si las fracciones decimales infinitas a y b tienen la forma 


a = ayt». 2509... (14 <9), K 

b= Popi <e- Pr 99.a (Bu <D, 
se pueden escribir como fracciones decimales finitas 

a= ao 0%... La (ax + 1), 

b= Bos Pi <- Pr (Br +1) 


(1) 
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No es difícil ver que si a = b o a < ben el sentido aducido ante- 
riormente (en el lenguaje de las fracciones decimales infinitas (1)), 
entonces a = b o a < b, respectivamente, en el sentido de la igual- 
dai (a E b) o desigualdad (a < b) de las fracciones decimales fini- 
tos (1). 

Por definición, a > 0 o a < 0, según sea a positivo o negativo 
luego, por definición, a < b, si a<0, b>0, o bien si a, b<0 
y la> bl 

Si am tamas ..., entonces según la dofinición —a = 
= Fasta, >. y la magnitud absoluta |a | = +20 >. . = 
as A 

a(a>0), 


| Ta(a<0). 


Según se sabe por el curso escolar de las matemáticas, entre los 
números roales y los puntos de ciorta recla puedo establecerse 
una correspondencia  biunívoca (+) 
de conformidad con la siguiente 8 +a + 
regla, Al número O se le pone en E o e E a 
correspondencia un punto arbitrario 
O en la recta, llamado punto nulo, Pig. 5 
y viceversa. La longitud de cierto 
segmento se considera igual a Ja unidad. A cada número real 
xa (a > 0) se Je pone en correspondencia un punto de la recta el 
cual dista del punto nulo a la magnitud a, a la derecha del punto O 
para el número a y a la izquierda del punto O para el número —a 
(tig. 5). Viceversa, si A es un punto arbitrario do la recta que está 
a la distancia a a la derecha de O, se considera que dicho punto co- 
rresponde al número real +a (a una fracción decimal infinita). En 
cambio, si el punto A está a la izquierda respecto del punto 0- 
rresponde al número —a. La recta en consideración so Jlamará recta 
numérica o eje real. En lo que siguo los puntos de la recta numérica 
se identificarán con los números reales que les corresponden a dichos 
puntos, es decir, los propios puntos se llamarán números correspon- 
dientes. Ha de notarse que la distancia entre los puntos a y b es 
igual a la — b] (véase en el $ 1.6 la definición de diferencia). 


$ 1.6. Definición 
de las operaciones 
aritméticas 


Supongamos que a todo número entero no negativo (índice) n se 
le ha puesto en correspondencia, en virtud de cierta ley, un núme- 
ro zn. El conjunto 

Zos Zir Far + (1) 
2=01380 
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se denomina sucesión (de los números). Los números aislados za 
llevan el nombre de elementos de la sucesión (1). Los elementos zn 
Y Zm se consideran distintos para m z n como los elementos de la 
sucesión, aunque no se excluye quo, como números, son iguales 
entre SÍ (zn = Tm). 

Una sucesión se Ilama no decreciente (no creciente), siempre que 
Er S Tasi (Ea > Tr) para todo k = 0. 4, 2, ... 

Diremos que la sucesión (1) está acotada superiormente (por el 
qulmero M), si existo tal número M quo z, < M, cualquiera que sea 

=04,2.... 

Si los números z} de la sucesión (1) son enteros, diremos que la 
sucesión se estabiliza hacia ol número E, siempro que existe tal ko 
que za = E para cualquier k > ka, y so escribirá za = E 

LEMA 1. Si la sucesión de números enteros no decrece y está acotada 
e por el número M, ella se estabiliza hacia cierto número 

<M. 

Demostración. Aunque la cantidad de elementos do nuestra suce- 
sión es infinita, ésta recorre un número Jinito de números enteros: 
los números mencionados no son superiores a M. Sea E el máximo 
entre estos números. Do este modo, E < M y existe tal s natural, 
para el cual z, = E. Pero, nuestra sucesión no es decreciente, por 
lo cual z} = z, para todo k > s, es decir, la sucesión se ostabiliza 
hacía el número E (7, = $ < M). 

Examinemos ahora una sucesión de fracciones decimales no nega- 
tivas (sólo finitas o sólo infinitas): 


a, = otha = er 
G, = Oroa Tga + + es o 


Los segundos miembros en (2) forman una tabla (matriz infinita). 
Diremos que la sucesión (2) se estabiliza hacia el número a = 
= Voita y se escribirá 


aa, (3) 


siempre que la k-ésima columna de la tabla (2) se estabiliza hacia yr 
qualquiera que sea k = 0, 1, 2, ..., es decir, æsa © Ya para todo 
ijo. 

Lema 2. Si la sucesión no decreciente (2) de fracciones decimales 
(sólo finitas o sólo infinitas) está acotada superiormente por el número 
M, se estabiliza a ciencia cierta hacia cierto número a que satisface 
las desigualdades 


an <2<M (n 


1,2...) (4) 
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En efecto, en las condiciones del lema los múmeros enteros de la 
columna nula de la matriz (2) 


tampoco decrecen y están acotados superiormente por ol número; M 
(véase $ 1.5), razón por la cual, de acuerdo con el lema 1, so estabi- 
lizan hacia cierto número entero no negativo Yẹ < M. Supongamos 
quo esta estabilización tiene Jugar a partir del “número na es decir 
nns + << M, n > Mo. 

siremos ahora que la primera columna en (2) 


también se estabiliza hacia cierta cifra y, y tiene lugar Ja desigualdad 
Vo S M. 


Efectivamente, por cuanto los desarrollos de los números an (con n> 
> no) tienen Ja forma 


Voam Anana + << M (n> m0) 
y, además, a, no decrece, entonces para los n mencionados las cifras 
de la primera columna &m, (<9) tampoco decrecon y, por consiguiente, 
so estabilizan hacia cierta cifra Yı, de conformidad con el lema 4. 
Supongamos que esta segunda estabilización viene a partir del nú- 
mero m > ne, es decir, para n > Mm 


an = VoNAntns + + S M. 
Es obvio en este caso quo 
Yo < 4. SM (n>m). 


Razonando ahora por inducción, adwitamos ya demostrada la 
afirmación de que las columnas de la matriz (2) con números no supo- 
riores a k so estabilizan hacia YoYı, - » «+ Ya, Tospoctivamento, y 
Yor Ya ++ WLM (Y + +, ya son las cifras). (5) 

Demostremos que la (k + 4)-ésima columna en (2) se estabiliza 
también hacía cierta cifra ya+, y tiene Jugar la desigualdad 


Yoi Wan < M. (6) 
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En efecto, por cuanto los desarrollos decimales de los números an 
(con n > n,) tienen la forma 


Gn = Mora +- e VA A a MO 


y, además, an no decrece, entonces para los n mencionados las cifras 
Sm. ats (<<) no docrecen y. por lo tanto, se estabilizan (con n = nav), 
donde ması es suficiontemente grande) hacia cierta cifra Yas. È 
obvio en oste caso que 


LOLON 


con lo que so considera demostrada la desigualdad (6). De conformi- 
dad con el método de inducción matemática concluimos que (5) 
se verifica con k cualquiera y que an I7 a = YM +++ + 
Demostremos la primera desigualdad de (4). Comparemos los números 
an = Ononi žnžns 
a = NNN ++ 


Si todos los componentes correspondientes de ambos desarrollos son iguales 
Ca o = O, 102 >) entonces an = a. De lo contrario para cierto $ 
se tone 


MASA SM (1n), 


an=yy Ud ic, 
an <a } 


En esto caso, si s = O, las igualdades en (7) se dubon omitir, Para n en consido- 
ración loa aleros apj = Y) (= 0, 1 >- += 1) ya están estabilizados, 
por lo cual 


An a + + + 


(m 


i(n t 1E Yoi 
e Ta Ono E DS Yoi + Ya S a, 
y quoda demostrada, pues, la primera desigualdad de (4). 


Resta por demostrar la segunda desigualdad de (4). Si 
aspina ailin desleal nta A provine da (3) lado oa 


A MA + 
una fracción decimal infinita. Desarrollemos el número M también en una frac- 


ción infinita M = my, m; «+. . Si admitimos la desigualdad que se de- 
fi E yy aid ed A 


"ka ahoia 


yem U 
pa (0) 


Si K = 0, las igualdades en (9) se omiten. Puesto que el desarrollo (8) es infi- 
on ena Eq a O. Po O, dl a i a 


Mo Yast e Whata + | Yata D Yor Va + + + Yaaa = 

= My Mio MAA Mo, Ma (p F 1) = 

: Mo, My MAMA O 0-2 Ms MaMe o o- MO 
y so ha obtenido la contradicción con la desigualdad (5). 


Pp 
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Ahora ya tenemos la posibilidad de definir las operaciones arit- 
méticas sobre los números reales. 

Para un número arbitrario a=%y,%0%, introduzcamos su 
n-ósimo truncamiento a) = 0,4, ... Uh que representa una 
Iracción decimal. Consideramos que las operaciones sobre fracciones 
docimales son conocidas al lector. 

Profijemos dos números positivos 


a= dota cs b= Ba + 
desarrollados en las fracciones decimales infinitas. Introduzcamos 
una sucesión de números 
A a + + On F PoPa + + Ba = 

=A.. AS (am, 2, 
Evidentemente, esta sucesión no decrece y, en adición, está acotada 
superiormente: 
a a AA m1, 2...) 

Pero, en este caso, en virtud del lema 2, Jos desarrollos decimalos 
de nuestra sucesión se ostabilizan hacia ciorta fracción decimal 


or Yx .. la cual es un número real. Esto último número se 
denomina, por definición, suma de los números a y b: 


PA A 


Así pues, definimos Ja suma a + b como un número hacia el cual 
so estabiliza la sucesión a™ + b™: 
a + DM at de (10) 
Con el objeto de definir el producto de números reales a y by 
introduzcamos un número truncado 
(O = a aa A (11) 
que os una fracción decimal. Es evidente que la sucesión de estos 


troncamientos no decrece (jal crecer ml) y está acotada superior- 
monto: 


(MDa 1) (f+1) (n=1, 2...) 
Por cso, de acuerdo con el loma 2, la expresión (11) se estabiliza 
hacia cierto número el cual se ¡lama precisamente producto ab: 


(AMB) + ab. 
Prestemos nuestra atención a las desigualdades 
a = aott 


Loh e 
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es docir, 
an <a< am + 10 
La magnitud a™ sə aproxima hacia a (al crecer n) sin decrecer- 
En lo que se refiere a la magaitud a( + 107”, ésta se aproxima 
hacia a sin crecer: 
A NO Aot o o o 
antapi 0D y 00, 


Esta circunstancia so aprovechará al definir la diferencia y el 
cociente de los números positivos. 

Si a > b> 0, entonces la diferencia a — b se defino como una 
fracción docimal (un número), hacia la cual so estabiliza la sucesión 
de fracciones decimales fi 


0 — (Pi 4 1077) q (a — 


i (12) 


si, a, b> 0, entonces el cociente a/b se define como una fracción 

decimal, hacia la cual se estabiliza la sucesión de fracciones finitas. 
¿nm 

mr) ++ (143) 


So dobe tener en cuenta que a™ no decreco al crecer n, mientras 
quo b™ + 10" no crece, por lo cual las expresiones a la izquierda 
en (12) y (13) no docrecon. Además, están acotadas superiormente: 


am (010) < ag +, 


mm, +4 
(ap) < > 
donde s es tal quo fi, > 0. Por osto, según el lema 2, 


a la izquierda on (12) y (13) realmente se ostabilizan. 
Hagamos adomás: 


Oba=a+0=a, a:0=0=0a=2 (a>0, b>0). (14) 


oxprosiones 


Para los númoros no negativos a, b hemos definido suma, dife- 
rencia, producto y cociente suyos, Suponiendo para ol caso de la 
diferencia que a > b, y para el caso del cociente que 5 > 0. Estas 
definiciones so extienden de un modo corriente a los numeros a y b 
de signos arbitrarios. Por ojemplo, si a, b < 0 suponemos a + ò = 
=b + a = —(| a | + |b |). En cambio, si a y b son unos números 
de signos opuestos y |a | >]b |, suponemos a+ b = b + a = 
= (| a | — |b |), dondo el signo se oligo de tal modo que sea 
igual al de a. En particular, cualquiera que sea a, se verifica 


a + (—a) = 0. 
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Las reglas semejantes se podrían aducir para las demás opera- 
ciones aritméticas, pero esto no es necesario pues están bien cono- 
cidas por el curso del álgebra. 

En el $ 1,7 se indican las propiedades de los números reales que 
se deducen de las definiciones aducidas. Más abajo enunciamos 
dichas propiedades. Se puede demostrarlas, pero las demostraciones 
de realizan sólo en algunos casos *). Las propiedades mencionadas 
se reúnen en cinco grupos (1—V). Los primeros tres grupos contienen 
propiedades elementales, por las cuales nos regimos realizando cál- 
culos aritméticos y resolviendo las desigualdades. El grupo IV está 
constituido por una propiedad (de Arquímedes). Por fin, el grupo V 
lo constituye también una propiodad. Esta última so enuncia en el 
od de límites. Será demostrada un poco más abajo (en el 

5). 


$ 1.7. Propiedades fundamentales 
de los números reales 
L PROPIEDADES DEL ORDEN. 


1,» Para cada par de númoros reales a y b tiene lugar una, y sólo 
una, relación: 


a=b,a>bja<b. 


Iş. Do lo que a < b y b > c se deduco a < c (propiedad transi- 
tiva del signo «<»). 
la. Si a < b, existo tal número c que a < c < b. 


JL PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES DE ADICION Y SUSTRACCION. 


Il, a+b=b+a (propiedad conmutativa). 

Ilp. (a + b) + e= a + (b + c) (propiedad asociativa). 

Ils. a + 0 = a. 

I. a + (—a) = 0. 

115. Do lo que a < b proviene a + c< b + c para c cualquiera. 

ES natural llamar el número a + (—b) diferencia a — b, es 
deoir, escrible a — b = a + (—b), porque si lo añadimos a b, obten- 

Iremos a: 


la + (—b)) + b= a + l(b) +o =44+0=a. 
De las propiedades aducidas so deduce con facilidad que la dife 


je- 
Se puede demostrar que una diferencia definida de 
le con la diferencia definida por la fórmula (12) 


sor ejemplo, la demostración completa en el manual de S. M. Ni- 


matemáticos, t I, cap. 2. 
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1I PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES DE MULTIPLICACION Y DI- 
VISIÓN. 


111,. ab = ba (propiedad conmutati 
Ills. (ab)c = a(be) (propiedad asociativa). 
Hy. ad = a. 

Uh a $= 1 (a 0). 

Hls. (a + b) e = ac + be (ley distributiva). 

115. De lo que a < b, c >Ô se deduce que ac < be. 

Es natural lamar el número a: + (b + 0) cociente £ ( £ = 


=a- $), porque si lo multiplicamos por b, obtendremos a: 
(a4) 0=a (+ -b)=a (0-5) =a.t=a. 
De las propiedades aducidas proviene con facilidad quo el co- 
ciente do la división do a por b es único, Se puede demostrar que el 


cociente definido de este modo coincide con el cociente definido 
mediante la fórmula (13) del $ 1.6. 

IV. PROPIEDAD DE ARQUIMEDES. 

Cualquiora que sea el número e > 0, existe un número natural 
>e riranna si C = dohte --.. se puede tomar n = 
= w +2 

Do la propiedad de Arquímedes y ciertas propiedades anteriores 
se deduce que cualquiera que sea un número positivo e, siempre 
puede indicarse un número natural m tal que se cumpla la desigual» 
dad i< e. 

En efecto, de acuerdo con IV, para el número 1/+ puede encon- 
trarse un n natural tal que 1/e < n, lo que, en virtud de IIg, lleva 
consigo la desigualdad requeri 

Observemos que para el número dado c > 0 en la serie 0, 1, 2 
do números enteros no negativos se tiene, ovidentemente, un único 
número m, para el cual se verifican las desigualdades m < ce < 
<m+t. 

PROPIEDAD v. Si una sucesión de números reales y, yy Gs, «+ 
no decrece y está acotada superiormente por el número M (an < M), 
existe un número a < M, al cual dicha sucesión tiende teniéndolo como 
su límite 


lima, =a <M. 
Esto significa que para todo número positivo e > 0, tan pequeño 
como se quiora, se encontrará un número natural no tal que 
[a—a,|=a—0<e 
para todos los n > ne. 
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La demostración se da en el $ 2.5, teorema 1, Según veremos, 
la propiedad V es el corolario inmediato del lema 2 del $ 1.6, en el 
que so afirmaba, en particular, que una sucesión de fracciones deci- 
males infinitas que no decrece y está acotada superiormente por el 
número M se estabiliza hacia cierta fracción decimal a < M (an 3 
29. 

7 El hecho es que de lo que a, se estabiliza hacia a se deduce que 
an tiende hacia a teniéndolo por su límite. 


$ 1.8. Acceso axiomático 
al concepto de número real 


Las fracciones decimales infinitas se han llamado números roales; 
nosotros introducimos para éstos los conceptos de 0, 1, >, ==, las 
operaciones aritméticas y enunciamos sus propiedades fundamenta- 
los 1—V las cuales puedon demostrarse. 

Cabe decir que Jas propiedades I—V se han seleccionado de una 
manera económica y completa, de suerte que basándose en ollas 
pueden obtenerso todas las demás propiedades de los números. 

Existe un acceso axiomático a la definición de un número real 
consistente en que el nombre de números reales se asigna a ciertos 
objetos (piezas) a, b, c, . . ., que satisfacen las propiedades I—V. 
Empleado tal acceso, las propiedades 1—V se denominan aztomas 
del número. 

Las formulaciones de las propiedades en este caso festo es, las 
formulaciones de los axiomas) han de ser un tanto modificadas. Los 
axiomas II se enuncian ahora del modo siguiente: a cada par de 
números le correspondo, en virtud de cierta ley, un número a + b, 
denominado suma de ellos. con la particularidad de que se cumplen 
en este caso los axiomas 1),—LIz. El axioma 11, debe enunciarso 
ahora en Ja forma siguiente: existe un número 0 (cero) tal que a + 0 = 
= a para todo a. El axioma II, se enuncia así: para cualquier núme- 
ro a existe un número, denotado con —a, tal que a + (—a) = 0. 
Por fin, el axioma IIT, adquiere la forma siguiente: existe un núme- 
ro 1 (unidad), distinto de O (cero), tal que a+1 = a para todo a. 

Designemos mediante R el conjunto de todos los números reales, 
es decir, de todos los objetos que obedecen a Jos axiomas I—V. En 
este caso on R se tienen el cero (0) y la unidad (1). Valiéndose de los 
axiomas, se puedo demostrar que Ò < 1, y, además, tionon sentido 


los números 2 = 14 + 1, 3 = 2 +1... . y los números —1, 
—3, .... . De resultas, se obtendrá un conjunto do todos los núme- 
ros enteros (¡distintos uno del otro!) 


—2, -1,0, 1, 2, 


En virtud de los axiomas, estos números pueden dividirse uno, 
por otro, excluyendo la división por O. Por esta razón R contiene 
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números racionales mín = +mp/np (n>0, m>0, p0). 
Mas, en este caso en R hay también fracciones decimales finitas. De 
las últimas pueden construirse nas sucesiones no decrecientes aco- 
tadas superiormente. Debido al axioma V, en R deben existir los 
límites de tales sucesiones. Algunos de dichos límites no son frac- 
ciones decimales finitas: son Jos números distintos de las fracciones 
decimales finitas. Resulta más cómodo escribirlos en forma de las 
fracciones decimales infinitas. De resultas, con ayuda do los razo- 
namientos lógicos podemos llegar, partiondo de los axiomas, a las 
fraccionos decimales infinitas. Por supuesto, hemos mostrado aquí 
sólo un esquema de los razonamientos que no pretende servir de de- 
mostración. 

De lo dicho se infiere que desdo cl punto do vista formal es igual, 
si nos partimos, al definir los números reales, de las fraccioves deci- 
males infinitas o del acceso axiomático. 

Naturalmente, desde el punto de vista filosófico, el segundo acceso 
parece más admisible: los números son en esencia unas abstracciones 
quo expresan relaciones cuantitativas del mundo real, mientras que 
las fracciones decimales son símbolos formales que los representan. 


$ 1.9. Desigualdades para 


las magnitudes absolutas 
La dosigualdad 
laj<e (1) 
es equivalente a dos igualdades 
—e<a<e. (1) 
Do aquí, la desigualdad 
la—=b|<e 2) 
es equivalente a las desigualdades 
b-e<a<b+e. e) 
Análogamente, la desigualdad 
la—-bI<e (8) 


es equivalente a las desigualdades 
bE<aSb+e. 
Son verídicas también las desigualdades 
la+bl<lal+4b1, (4) 
[la=b1>llal—151. (5) 


$ 1.10. Segmento, intervalo, conjunto acotado 2 


La desigualdad (4) puede obtenerse al examinar por separado cuatro 

casos: 1) ab >0, 2) ab <0, 3)2a<0<b, 4) 2<0<a. Por 

ejemplo, en el caso 2) 

a+b<b<0, la+b]=-—(a4b)=-a— 

y on el caso 3), si admitimos que |b | > | a |, 
la+b]=b4+0< la |+101 


El caso 3), con la admisión de que | b |< | a |, se examinará por el 
mismo lector, al igual que el caso 1). El caso 4) se reduce al caso 3). 
Luego, en virtud de (4), 

lal<Ibi+le=5) ldbi<lel+la=bl 


es decir, 


La | + lbh 


la]—[a—b[<[bl<lel+la—bl, 


poro, entonces os cierta (5). 


$ 1.10. Segmento, intervalo, 
conjunto acotado 


Supongamos que los números (puntos) a y b satisfacen la dosi- 
gualdad a < b. 

Un conjunto de números z que satisfacon las desigualdades 
f Si < b, so denomina segmento (con los extremos a, b) y se denota 
a, bl. 

Un conjunto de números z que satisfacen las desigualdades 
a< z< b, se donomina intervalo (con los extremos a, b) o bien seg- 
mento abierto y so designa (a, b). 

Los conjuntos do números z que satisfacen las desigualdades 
a<x<bó6 2a<z<b, se designan la, b), (a, bl, respecti 
mento, y so llaman segmentos semiabiertos o semiintervalos, El pri 
mero, por ejemplo, está cerrado a la izquierda y abierto, a la derecha. 

Se examinan a menudo los conjuntos llamados intervalos infi- 
nitos o semtintervalos infinitos: 1) (—0o, 00), 2) (oo, al, 3) (oo, a), 
4) (a, co), 5) la, 00). 

El primero de ellos es un conjunto de todos los números reales 
los restantes se componen de todos los números, para 
los cuales: 2) z < a. 3) z < a, 4) a < z, 5) a < z, respectivamente. 

Es conveniente llamar los símbolos —oœ y +00 mimeros infi- 
nitos, y los números corrientes, números finitos. 

Subrayomos que los extremos del segmento [a, b] son números 
finitos, mientras que los cextremos» del intervalo (a, b) pueden ser 
tanto finitos como infinitos. El número a del semiintervalo la, b) 
es siempre finito y b puedo ser finito e infinito (b < 00). Análoga- 
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mente, el número a del semi-intervalo (a, b] es finito o infinito 
(00 < a), mientras que b es siempre finito, 

Si a y b son finitos y, además, a < b. entonces el número b — a 
recibe el nombre de longitud del segmento [a, b} o bien dol intervalo 
(a, b), o bien de los somi-intervalos (a, b), la, b). 

Un intervalo arbitrario (a, b), en el que está contenido el 
punto e (a < e < b), lo Jlamaromos entorno del punto e. En particu- 
lar, el intervalo (c — e, e + e) (e >0) se denomina e-entorno del 
punto c. 

Soa X = {z} un conjunto arbitrario de números reales. Suelo 
decirse que el conjunto X está acotado superiormente, si 3 un número 
(real) M tal que VW EX: s< M; acotado inferiormente, si 3 uw 
número m tal que Vz € X: z > m; y acotado, si está acotado tanto 
superior como interiormente, Él número A (m) se llama cota supe- 
rior (inferior) del conjunto 1 número A lo llaman también 
mayorante del conjunto X. 

Es obvio que podemos decir en adición que el conjunto X está 
acotado, sí 3 un número M > 0 tal que Vz € X: |z |< M, puesto 
quo la desigualdad |z |< AM os equivalonte a dos igualdades 
—ME1<M. 

Si el conjunto X no está acotado, lo laman no acotado. Se puede 
definirlo del modo siguiente: el conjunto X de números reales no 
está acotado, si VM > 0, 324 € X: | 24 | > M. A esta enunciación 
podemos llegar partiendo de la regla para construir la negación de 
la dada fórmula lógica. 

EsempLos El segmento la, bl es un conjunto acotado, El inter- 
valo (a, b) es un conjunto acotado, siempre que a y b son finitos, 
y no acotado, si a = —oo o bien b = œ. 


$ 1.11. Conjunto numerable. 
Numerabilidad del conjunto 
de números racionales. 
Innumerabilidad del conjunto 
de números reales. 


Más arriba hemos definido el concepto de igualdad de los conjun- 
tos. Para caracterizar el grado en que los conjuntos infinitos están 
lMonados de elementos, resulta cómodo el concepto de oquivalene 
de los conjuntos. Un conjunto X se denomina infinito, si Yn EN: 
en el conjunto X se tienen elementos cuya cantidad es superior a n. 
Dos conjuntos A y B se llaman equivalentes (se escribo en este caso 
que A ~ B), si entre sus elementos puede establecerso una corres- 
pondencia biunívoca (+), es decir, si existe una regla o una ley 
tal quo de acuerdo con ella a Va € A le corresponde un elemento 
bien determinado b € B. Además, en virtud de dicha regla, a dos 
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elementos distintos a,, a, € A les correspondon dos elementos dis- 
tintos b, b € B y todo elemento b€ B corresponde a cierto" ele- 
mento æ € Å. 

Por ejemplo, si A es el conjunto de puntos en una circunferencia 
de radio r, y B es el conjunto de puntos dispuestos en una circunfe- 
rencia concéntrica de radio R > r, queda obvio que A ~ B (fig. 6). 

Es evidente que si 4 = Š, entonces A ~ B. 

Si X = (1) ~ N = {n}, el conjunto X se llamará numerable. 
Está claro que el propio conjunto de números naturales N es nume- 
rable (la correspondencia se establece de con- 

Aormidad con el esquema n «» n). Un conjunto 

de todos los números naturales pares Np = 

= {2n} es equivalente a todo el conjunto N, ¿ 
<on la particularidad de que la correspon: 

dencia se establece según el esquema n -» 2n. [4 

Ha de notarse que aquí Np + N, Np = N, Do 

este modo, subconjunto auténtico (una a, 
parte) del conjunto resultó ser equivalente 

a todo ol conjunto. Esta propiedad os carac- 

terística sólo para los conjuntos infinitos jiis 
(se puedo tomarla por definición de con- nee 
junto infinito). 

Do la definición de numorabilidad de un conjunto se desprende 
«quo sus elementos pueden ser numerados con ayuda do los números 
naturales, razón por la cual el conjunto numerablo se escribirá con 
frecuencia en forma de la sucesión de sus elementos: 


D 


Una suma numerable (en el sentido de la teoría de conjunto) 


X= fp e o is Tas 


E Ü eE... 


de los conjuntos numerables (o finitos) E* es un conjunto numerable. 


En efecto, escribamos los elementos z} € £* (j = 1, 2, ...) en 
forma de una tabla: 


B= {ap h ah 
Numerémoslos en el orden siguiente: 
CE EE E 


suprimiendo, sin embargo, en cada etapa de la numeración aquellos 
elementos que ya han sido numerados en la ctapa antecedente: es 
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que puedo suceder quo E* y E! disponen de elementos comunes. De 
resultas, se obtendrá una sucesión infinita de elementos (Yi Yar 
Ys - . -) que agotan, evidentemente, el conjunto Æ. Esto demuestra 
que Æ es un conjunto numerable. 

De un modo análogo se demuestra que la suma finita E = 
= El +... + ES de conjuntos finitos o numerables, entre los cuales 
hay por lo menos un conjunto numerable, es numerable. 

E nes 1. Un conjunto de todos los números racionales es nume- 
rable. 

Demostración. Examincmos, al principio, los números raciona- 
les positivos Q+ = {p/q}. El número natural p + q se llamará altura 
del número racional piq. Sea An un conjunto de todos los númoros 
racionales de altura igual a n. Los conjuntos A, se componen do un 
número finito de elementos (números racionales), por ejemplo, 


Pa A E ael h 


Es fácil vor quo Q= Ü An- 


Enumeremos los números puestos entre las Naves de izquierda 
a derecha, suprimiendo, por otra parte, en cada etapa de la numera- 
ción aquellos que ya se han sido numerados en una de las etapas anto- 
codentos. De resultas, se obtendrá la sucesión 

med rs ml nes re, o 

Por cuanto hay una infinidad do números positivos racionales, uti- 
lizaremos todos los números naturales, Quiere decir. Q+ es numo- 
rable, Luego, es obvio que Q- = (—p!7) es mumerable. Por eso 
todo el conjunto do números racionales Q = Qi UQ- U (0) us 
también mumerablo 

TEOREMA 2, Un conjunto de todos los números reales no es numerable 

Demostración. Para demostrar el teorema es suficiente establecer que los 
números reales del intervalo (0, 1) forman un conjunto no numerable. Admita- 
mos lo contrario, à saber, el intervalo (0, 1) es un conjunto numerable, es decir, 
se pueden enumerar todos los puntos suyos: 


ap = O, amago. 
Pero, esta suposición cs contradictoria, En efecto, construyamos un número 
Toal 'z = Ojeda - -en el que las cifras ap están seleccionadas de un modo tol 
que 0 < an < y an se ai. Está claro que z € (0, 1), no obstante z no coincide 
con ninguno de los números zn,, puesto que de lo contrario debería ser an, = 


= ats, lo que no es posible. 


Capítulo 2 


Límite de una sucesión 


$ 2.1. Concepto de límite 
de una sucesión 


Supongamos que a todo número natural n =4, 2, 3, .... se le 
ha puesto en correspondencia, de acuerdo con cierta ley, un número 
real o complejo zn. 

En tal caso se dice que con esto queda definida una sucesión de 
TUÍMErOS Zi, Zy, Ty. >» > O bien, para abreviar, la sucesión 


{a} = Ely Zas Za +) 


Dicen también que la variable z, recorre los valores de la suce- 
sión {rn}. 

Los números aislados z„ de la sucesión (z,) reciben el nombre do 
sus elementos. Se debo tenor en cuenta que 2, Y Im, Porn n= m, 
so consideran distintos on su calidad de clementos de la sucesión, 
aunque no se excluye que son iguales entre sí como los números, es 
decir, resulta posible que Z, = Zm. 

Si se pone z, = Yn- la sucesión {z}, Za, Ta, + + +) so convortirá 
en un conjunto (Yo: M. Ya. » » +), el cual en el § 1.6 también recibió 
el nombro de sucesión. 

En el presente capítulo se examinarán las sucesiones de números 
reales, lo que no so espicificará más. 

Los ejemplos de las sucesiones: 


4 
EJEMPLO te {i +, 


sarao 2. f4 


zento a (4,2, 4, 4, Eo 
2 3 
7 i 
EIEaPLO s. (2, 5, 40, ...) (+4). 

Emro 6. (—1, 2, —3, 4, ...)=((-1)*n). 


En el ejemplo 2 la variable z, toma, para n pares, un mismo valor: 


murro 4. (0, $ 


der ==... 
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No obstante, consideramos que los elementos za, Zi, + . - son dis- 
tintos. 

Si todos los elementos de la sucesión {z} son iguales a un mismo 
número a, la laman constante. 

Es fácil ver que las sucesiones en los ejemplos 1, 2 y 4 están aco- 
tadas (véase el $ 1.6). En este caso se dice también que las variables 
correspondientes que recorren dichas sucesiones están acotadas, 
Cuanto a las sucesiones en los ejemplos 3, 5 y 6, éstas no están aco- 
tadas, Sin embargo, la sucesión en el ejemplo 3 está, evidentemente, 
acotada inforiormente por cl número O, mientras que la sucesión 
en el ejemplo 5 está acotada inferiormente por el número 2. En lo 
que se refiere a la sucesión en el ejemplo 6, podemos decir que no 
está acotada ni por debajo ni por arriba. 

Introduzoamos el concepto de límite de una sucesión. 

DEFINICION 1. El número a se denomina límite de la sucesión {zn}, 
si para todo e >0 existe un número (dependiente de e) ng = n (e) 
tal que se verifica la desigualdad 


ln =al e i) 


cualquiera que sea n (natural) Mp 
Én oste caso se escribe 


lmz, =límz =a ó z, — a 

y se dice que la variable z, o bien la sucesión {zp} tiene un límite 
igual al número a, o tiende hacia a. Dicen también que la variable 
%n o la sucesión de converge al número a. 

Si zn =a, VnEN, entonces, ovidentemente, lím z, = 
= líma = a, a 

Observación. Si lím z, = a, entonces lím 7,41 = a, Y viceversa. 
Esto proviene del hecho de que sí 


la —2a|<e, Yn >na 
entonces 
lian 2 |<e, Yn>n— 1, 
y viceversa, 
La variable en el ejemplo 4 tiene un límite igual a 0: 


limt =0. (0) 
En efecto, prefijemos arbitrariamente e > 0 y resolvamos la desi- 
igualdad 


1 1 
<e 6 ¿<n 
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Con esto quoda encontrado, para cualquior e >0, ol número no = 
= ny (£) = 1/+ tal que la desigualdad 


|+-0]=4<e 


se verifica para todo n > ne, y la igualdad (2) está demostrada, 
zsmwoLo 7. La variable del ejemplo 4 tiende hacia 4: 


lim =1. (3) 


En efecto, formemos una desigualdad 
n=l 4 
p-ti 


Esta desigualdad se verifica, según lo hemoś visto, para todo e > 0 
si n >n = le. Esto se demuestra por la igualdad (3). 
EÉMPLO 8. Si |g |< 1, entonces 


lím g"=0. (4) 


Efectivamente, supongamos por ahora que q +% 0. La dosigualdad 
19 —0|=|g81<e 


es verídica, si 

nig |g |<ige, 
es decir, si . 

ge 

>=" (0). 
Hemos demostrado, pues, (4) para 0 < | 9 |< 1. Si q = 0, la igual- 
dad (4) es trivial, puesto que en esto caso la variable q" es una cons- 
tanto igual a cero: 

(0,0,0...). 


EJEMPLO 9. Desarrollemos el número positivo a en una fracción 
decimal infinita 


a = aparta, + 
Para el n-ésimo número truncado 
a) git > o An 


tiene lugar la igualdad 


lim a = a. (5) 
En efecto, 
la—am|=0,0...Oanyilnra --- < 10%. 


¿01380 
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Poro, si prefijamos e >0, siempre se encontrará un número g 
tal que 
10"<e, Vn>m 


(yaso el ejemplo antecedente, dondo,so dobe considerar g = 1073), 
Por eso 
la—a™ | <e, Vn>noy 


y queda demostrada la igualdad (5). 

Observación. Los números truncados a” (n = 1, 2, ...) son 

racionales, Do (5) se deduce que todo número real es ol límite de una 
sucesión de números racionales. 

De este modo, todo número irracional 


ERES puede ser aproximado por un número 

4 3“ TZ racional con cualquier grado de preci- 
mia sión profijado de antemano. 

ig En virtud de esta propiedad, dicen, 


refiriéndose al conjunto Q de números 
racionales, que dicho conjunto es siempre denso en el conjunto R 
do todos los números reales. 
La desigualdad 
Imm—al<e 
es equivalente a dos desigualdades 
-eLa aLe Ó a—-e<m<a+t 


lo quo equivale a docir que el punto z pertenece al s-entorno del 
punto a: 
Z, €(a— e, a +e) (véase el $ 1.10). 


Entonces, la definición de limite puede expresarso dol modo 
siguiente: el número (punto) a es un límite de la variable x,, siempre 
que, cualquiera que sea e >O, existe tal número ne que todos los 
Puntos z, de índices n > ne quedan ubicados dentro del e-entorno 
del punto a: 

z€la—e,a+e) (n>n). 


Obviamento, cualquiera que sea el entorno (c, d) del punto a, se 
encontrará tal e > 0 que el intervalo (a — e, a + e) esté contenido 
en (c, d), es decir; (a — e, a+ e) c (c, d) (fig. 7). 

Por esta razón, el hecho de que z, — a puede expresarse también 
así: cualquiera que sea el entorno (e, d) del punto a, todos los pun- 
los zp, a partir do cierto número n, deben caer en dicho entorno, es 
decir, debe existir tal número mo que za € (e, d) (n > no). En lo 
que so refiero a los puntos z, de Índices n < ny, éstos pueden perte- 
necer y pueden no pertenecer a (c, d). De este modo, ŝi fuera de (c, d) 
se tienen puntos z,, su cantidad es finita. 
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Por otra parte, si se sabe que fuera de (c, d) hay sólo un número 
finito de puntos Za Zass > » «y Zap Entonces, al designar 


k= máx (Mas ny + n, 


es decir, el máximo entre Jos índices m, . . .. Ra, podemos decir 
que los puntos z, de índices n > k quedarán ubicados dentro del 
intervalo (c, d). Por eso, el concepto de límite so puede enunciar 
también así: la variable z, tiene el punto a como su límite, si fuera 
de cualquier entorno de dicho punto se tiene un conjunto finito o vacío 
de los puntos £n. 

EJEMPLO 10. La variable 


(y) = (1, A, 1, A, ...) (6) 


no tiendo a ningún límite. 
Efectivamonto, admitamos que esta variable tiene su límite, 
igual al número a. Examinemos el entorno del punto citado 


(4,043). 


La longitud del entorno es 2/3. Está claro que dicho entorno no puede 
contense an sí el punto 4 y el punto —1 a a vez, porque la distancia 
entro estos puntos es igual a 2 (2 > 2/3). Convengamos en considerar, 
para concretar, que ol punto Í no pertenece a nuestro entorno. Pero 
Zn = 1 cuando n = 1, 3, 5, . . .. es decir, fuera de nuestro entorno 
hay una infinidad de elementos de la sucesión. 

Así pues, el punto a no servir de límite para nuestra suco- 
sión, y, como este punto es arbitrario, la sucesión (6) no tiene limito. 

reonema 1 Si la variable z, tiene un límite, éste es el único, 

En efecto, admitamos, contrariamente al teorema, que z, tiene 
dos límites distintos a y b. Cubramos los puntos a, b con los inter- 
valos (c, d), (e, f), respectivamente, de 
longitud tan pequeña que estos inter 


los no se corten (fig. 8). Como za — a, E E D 
entonces en el intervalo (e, d) se dispe- co a 
nen todos los elementos za, a excepción A 

de un número finito de ellos, pero en Mes 


tal caso el intervalo (e, f) no puede 
contener en sí un número infinito de elementos z, y 2, no puedo 
tender a b. Hemos Jlegado a wna contradicción. El teorema está 
demostrado. 
meonrma 2 Si la sucesión (2,) es convergente, está acotada. 
Demostración. Sea lím z, = a. Prefijemos e = 1 y elijamos un 
número natural ne = ne (1) de un modo tal que sea 


1>Im—al (n>n) * 
» 
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pero entonces, 1> | za |— la |, y se verifica la desigualdad 
1+ la >|. 1 
para todos los n > my. Sea M-el máximo de los números 
A+ leal inh 17) | Em de 


En este caso resulta obvio que 
M>Ilzml  nEN. 


El teorema queda demostrado. 

Observación. La condición de que la sucesión esté acotada os 
necesaria para la convergencia de la sucesión, pero no suficiente, 
sogún lo muestra el ejemplo 10. 

Teorema $. Si la variable z, tiene un límite a distinto de cero, se 
encontrará tal no que 

+ [za [> 1a,/2 para n> no 

Es más, para los n indicados, si a >0, entonces zp > al2, y st 
a< 0, se tlene zn < al2. De este modo, a partir de cierto número, zn 
conserva el signo de a. 

Demostración. Supongamos que z, => a. Entonces, para e = 
= |a [/2 debo existir un número ny tal que 


la 2> la— 3n 1>lal—121 (M>m) 


do donde iz, |> 1a l|— ll = ll, y la primera afirmación 

dol teorema queda demostrada. Por otra parte, la desigualdad 

Ja 2> |a — z, | es equivalente a Jas siguientes dos igualdades: 
ales <a+dil (n>m). 


Ahora, si a > 0, se tiene 


m> (n>n). 
y si a< 0, entonces ` 
7 <p 0 3 n>m) 


con lo que queda demostrada la segunda afirmación del teorema. 
TEOREMA 4, Si Ta > G, Yn => b yz, S Ya para todon = 1, 2, . 
entonces a < b. 
Demostración. Admitamos que b<a. Prefijemos 0< e< 
< (a — bJ/2 y elijamos los números N, y Ng de modo tal que sea 
ae< in (MDN) md He (>N) 


lo que es factible, puesto que zn > a e ya — b. 
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Si ne = máx (N;, Nr), entonces, evidentemente, yn <b + 
+e<a—e< z, (n> no) y estamos frente a una contradicción, 
dado que, por hipótesis, z, < Ya para todo n. 

Conoranso, Silos elementos de "una sucesión convergente (av) per- 
tenecen a la, b], el límite de la sucesión citada también pertenece a 
a, 


Demostración, En efecto, a < z, < b. Si lím za = c, entonces, 
de acuerdo con el teorema 4, a X ê < b, lo que se trataba de der 
mostrar. 

Observación: Rara el intervalo (a, b) slo se puedo afirmar que 
si xn € (a, b), entonces lím z, =c € la, b). 

De oste modo, las desigualdades en limite quedan en vigor o se 
convierten, en una igualdad, Por ejemplo, z, = 4/(n + 1) €(0, 1), 
pero e = 0 € [0, 4). 

PO i N Zn € yn tienden hacia un mismo límite 
ay an K En < yn (n = 1, 2, . .), entonces la variable z, también 
tiende hacia a. 

Demostración. Al prefijar e > 0, podemos encontrar N, y Na 
tales que sea 


a-e<z (>N) mate (n>N), 


de donde para n >n, = máx {N,, N,} se tiene 
CIA EA EY <a e 


[m—al<e (n>n) 


lo que se trataba de demostrar. 
TEOREMA 6. Si zx,» a, entonces | za |— |a 
La demostración proviene de la A A S G lal- las 
Simal 


§ 2.2. Operaciones aritméticas 
con las variables que 
tienen límite 


Sean zn e y» unas variables que recorren las sucesiones {zn} 

(Yn), respectivamente. Según la definición, la suma za + Yn, 
Tn diferencia za — yn, el producto £.Y y el cociente znaly, son, en esen- 
cia, las variables que recorren las sucesiones {za + yn}, (Ln — Yn), 
{enVa} Y (2nlin), respectivamente. En el caso de un cociente se 
supone que Jn > 0 para todo n = 1, 2, 

Si zn =c para n=1,2,..., en lugar de Ta Æ yns Zpdns 
Zn lyn se escribe € E Yn , Cda cla. 
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Son válidas las siguientes afirmaciones: 


lím (zn 22 Ya) = lím z, + lím yn, u) 

lím (zayn) = lím 2,-lóm yn, 2) 
m2 am 

do imp Si my 0. (3) 


Dichas afirmaciones se deben entender en el sentido de que siexisten 
los límites finitos de z, e yn, entonces existen también los límites de su 
suma, diferencia, producto y cociente (con la reserva mencionada) y se 
verifican. las igualdades (1) —(3). 

Demostración. Supongamos que Ta >a e yn — b. Prefijemos 
e > 0 y olijamos ma de un modo tal que sea 


lza — a |< e2, |yn—b I< e2 (n> no). 
Entonces 
Want ynladen al ynde (>n), 
con lo que queda demostrada (1). 

Para demostrar (2) observomos que 
lZnyn — ab | = | ZnYn — ayn + aya — ab |< 

S | Enyin — ayn | + layna — ab |= | yn 117 —al-+ 
+lallym—bl (4) 


Dado que y, tiene un límite, entonces (de acuerdo con el teorema 2 
del párrafo antecedente) existe un número positivo M tal que 


Imi<M (M=1,2. 6) 
la | <M. (6) 


Elijamos el número ny de tal modo que sea 


la <A> Yn bla 7 (>). (7) 
En esto coso do (4) — (7) resulta 
lzaya — abl <ir Hir =e (n>m), 
con lo que-queda demostrada la igualdad (2). 
Supongamos ahora que a la condición de que za — a 0 yn — b 
-so agrega otra condición más, a saber, b = 0. Entonces 
iana) d+ (P—yn) al 
Tval 18T s 


A 


len—al y lb—yal jal 
Aa a O 
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Ahora ya es cómodo utilizar el teorema 3 del párrafo anterior, 
en virtud del cual 


lya 1> 1012 (1 > Ny) (9) 


para N, suficientemente grande. Prefijemos e >0 y elijamos Na 
y N, de un modo tal que se verifiquen 


(raa <elo 4 >N), (10) 

lalIy—b1<eb/ (n>N). (11) 

Luego, al poner ny = máx (N,, Ng, Na), tendremos, en vista do 
© = a: 


[Ep <p ++. >h 
lo quo demuestra la igualdad (3). 
lemos de notar que los límites de las variables que figuran en 
los primeros miembros de Jas igualdades (1) — (8) pueden oxistir 
sin que oxistan por separado los límites de z, e y». Por ejemplo, si 
Zn = (—1)", yn = (—1)"*, entonces z, e ya no tienen límites, 
mientras que lím (2, + ya) =0, lím zpYn = —L. 

Existen varias circunstancias en que los teoremas sobre los lími 
tes de una suma, una diferencia, un producto y un cociente prestan 
la posibilidad de detorminar si una variable dispone do su límite 
y a qué es igual éste último, siompro que la variable representa el 
resultado de un número finito de operaciones aritméticas con algunas 
otras variables, para las cuales so conocen tanto la existencia de sus 
límitos como también la magnitud de éstos. 

No obstanto, so encuentran a menudo los casos quo salen do los 
márgenes de la aplicación de los teoremas domostrados, dejando 
un gran campo de actividad para aquellos que son capaces de revelar 
la iniciativa matemática. 

EJEMPLO 1. Sea ta =1 +g... +9 19 1<1. Demués- 
trese que 


Tenemos 


A ig 


Por cuanto lím qg™! = O para |g |< 1. entonces, al aplicar las 
fórmulas (1), (2), obtenemos 


lmz, = 


lmg = 
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En lo que sigue por símbolo 


IS 


so entenderá lím X) q*, De este modo, 
mem ÑO 


D= lmz, =q (<1). 


§ 2.3. Infinitésimo 
y variable infinitamente grande 


Una variable æn quo tiene límite igual a cero, se denomina infi- 
nitamente pequeña o, más brevemente, injinitésimo. 

Do este modo, una variable a, es un infinitésimo, siempre que 
para todo e >0 existe tal ny que | an |< e (n > no). 

No es difícil ver que para que una variable z, tenga un límite a, 
es necesario y suficiente que Zn = a + an, donde a, es un infinitésimo. 

Una variable fi, so denomina infinitamente grande o, simplemente, 
infinito, siempre que para cualquier M > Ú existe tal ny que 
IB. [>M (n>np). En este caso se escribe 


lím Ba = œ, o bien Ba — o 0 


y so dico que fi tiende al infinito. 
Si una variable infinitamente grando f, toma, a partir de ciorto 
no, sólo valores positivos o sólo valores negativos, so escribe 


lím $a = +o, o bien Pa- +00, 2) 
Y, corrospondiontemonte, 
lim Pa = —00, o bien Ba — —o0. 6) 


Así pues, do (2), al igual que de (3), se deduce (1). El ejemplo 
de la variablo ((—1)'n) muestra que puede tener lugar la rela- 
ción (1), en tanto que (2) y (8) no tienen lugar. 

Demos a conocer las siguientes propiedades evidentes: 

4. Si la variable z, está acotada e y, es infinitamente grande, 
entonces ZalYn > 0. 

2. Si la magnitud absoluta z, está acotada inferiormente por un 
número positivo e yn es un infinitésimo diferente de cero, entonces 
nn => 00. 

Demostremos sólo la segunda propiedad. Supongamos que para 
cierto númoro a œQ tiene lugar la desigualdad |z, | >a (n= 
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= 1, 2, ...) y para todo e >0 existe ny tal quo 


lnie (n>n). 14) 
En tal caso 
>t n>n). 


Profijemos arbitrariamente un número positivo M y olijamos según 
él un e tal quo sea M = a/e; tomemos, además, según e, tal ny quo 
tenga lugar la propiedad (4). Entonces, |7,/Y | >M (1 > no), 
lo que se trataba de demostrar. 

De las dos afirmaciones enunciadas se obtienen los siguientes 
corolarios: 


lim L=0, lím = (c0). 

A A 
Observemos que si la sucesión (z,) no está acotada, no sorá obli- 

gatoriamente infinitamente grande. Por ejemplo, una sucesión 


(1,2, 4,4...) 


no está acotada, pero no es infinitamente grande, puesto quo con- 
tiono unos términos, tan peguoños como se quiera, con un número 
(impar) tan grande como se quiera. 

Observación. Cualquier magnitud constante (sucesión) distinta 
de cero no cs una infinitésima. De todas las magnitudes constantes 
hay sólo una infinitésima: la quo es igual a cero. Si se sabe de una 
cierta magnitud que es constante y su valor absoluto os inferior 
a cualquier número positivo e, dicha magnitud es igual a cero. 

wEoREMA s. El producto de una sucesión infinitamente ego 
por otra acotada es una sucesión infinitamente pequeña, es decir, si 
lima, =0 e |y, 1<M, Vn€N, entonces lim zayn =0. 

En ofecto, profijomos e >0 y elijamos ny do modo Lal que 


12a |< eM, Vn>n. 


En este caso 
EAS ES 


lo que se trataba de demostrar. 


$ 2.4. Expresiones indeterminadas 


1. Sea lím z, = lim y, =0 (Ya 4 0). 
Analicemos la sucesión (x/4,). De antemano no podemos decir 
algo determinado sobre el límite de esta sucesión y esto se muestra 


42 Capítulo 2. Límite de una sucesión 


por Jos siguientes ejemplos: 


si Å, enlonces =n +00 para n — o; 


Yn 
si 2, entonces isio para n=» 00; 
si $, entonces aa para n— 00; 
si 2, entonces E= (1) y el límite 


de esta sucesión no existe. 


De este modo, para determinar el límite de (2,/yn) no es sufi- 
cionte conocer que za — 0, ya —> 0. Son necesarios, además, ciertos 
datos adicionales sobre ol carácter de variación de £n € yn. Para 
encontrar dicho límite hacen falta los procedimientos especiales 
en cada caso concreto. 

Suele decirse que la expresión x,/y para zp — 0, ya + O repre- 


sonta una indeterminación de la forma (+) 
2, Si za 00, yn —> œœ, la expresión z/yn también representa 
una indeterminación y la llaman indeterminación de la forma (3)- 


3. Si zp 0, ya 00, para la exprosión Zay, so obtiene una 
indeterminación de la forma (0-00). 

4. Si ta +o, Jn>—00, entonces la expresión zn + Un 
ropresonta una indeterminación de la forma (œ — 00). 

Para cada uno de los casos mencionados pueden aducieso los 
ejemplos correspondientes. 

Resolvor una indeterminación correspondiente quiere decir cal- 
cular ol límite (si existe) de la expresión correspondiente lo que no 
es siempre fácil. 

empto t. $i 


Ln = Al? H.a H an H to 
Y =br t... tbn t bo (am #0, bi #0), 
entonces, cuando n — oo, para la expresión z,/yn tenemos una indo- 
terminación do la forma (2). Resolvamos dicha indeterminación. 


a) Sil = m, tendremos al divi 
por n™: 


idir el numerador y el denominador 
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cuando n co, es decir, lím (zn/yn) = Gm/bm (a la razón entre los 
gideni de las potencias superiores de n en las expresiones para 
Ln © Yn). 

b) Análogamente podemos mostrar que, para m > 1, lím (za/yn)= 
=œ, y, para m< l, lím (za/ya) = 0. 

esemero 2 Si z, =YVn PH, yn=Vhn, entonces, cuando 
n— œ, para la expresión xn — Ya tenemos una. indeterminación 
de la forma (so — 00). 

Resolvamos esta indetermina 


O 


= +70 
VAFI+ yn 
para n— oo, Esto significa que lím (WATIV ñ)=0. 


$ 2.5. Sucesiones monótonas 


peessicios. Una sucesión (sn) so denomina no decreciente (no 
creciente), si Yn EN se verifica la desigualdad 


EnS Tat (Ea > Tata). 


Si, de hecho, se cumplen las desigualdades estrictas £n < tn +1 
(En > 2n +1), la sucesión {xn} so llama estrictamente creciente (estricta- 
mente decreciente) o simplemente creciente (decreciente). Las sucesiones 
decrecientes y crecientes, como también no decrecientes y no cre- 
cientes reciben el nombre de monótonas. 

Los elementos de las sucesiones monótonas pueden disponerse 
en las cadenas 1 $ 2; S » - <A S Tan S MAA 
> Zn > Tas, - > -), do donde se ve que una sucesión no decro- 
ciente está acotada inferiormente, y la no creciente, suporiormente, 

PSEMPLOS: 


Dfi te } os una sucesión no oreciente. 


2) {n°} os una sucesión creciente. 

Más abajo viene la demostración de un teorema importante que 
afirma que una sucesión acotada monótona de números siempre 
tiene su límite. En el $ 1.7 el mismo teorema figuraba como una de 
las propiedades fundamentales (propiedad V) de un conjunto de 
números reales. 

veontma t. Si una sucesión de números reales 


Ajs py üz (1) 
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no decrece (no crece) y está acotada superiormente (inferiormente) por 
el número M (m, respectivamente), entonces existe un número real a, 
no superior a M (no inferior a m), hacia el cual la sucesión dada tiende 
como a su límite: 
lim a, =a <M a 
(lím a, =a>m, respectivamente). 
"Demostración. Supongamos quo la sucesión (1) no decrece y que, 
or ahora, a, > 0; entonces también todos los an >O (n = 1, 2, 
Dosarrollemos cada elemento de la sucesión en una fracción 
infinita: 
<= ts e lid © 
Por cuanto Ja sucesión fan} está acotada superiormente por el nů- 
mero M (an < M) y no decrece, entonces, en virtud del lema 2 del 
$1.6, Jas fracciones decimales ($) se estabilizan hacia cierto número 
agM: 


docim: 


On Z oa +o 
pero an, on este caso, tiende hacia a como a su límite: 


lím a, = a. 


En ofecto, para cualquicr * existe un número natural m tal que 
10" < e. Puesto que a so estabiliza hacia e) múmoro a, resulta 


An = YoY ++ Van mein, mea o ++ 


para todo n > ne, donde ny os suficientemente grande, mas en tal 
caso 


[aa | =a — an L0, O0... mtmts - SÍ Ke 
¡ta 
mran 
(n>n), 
es decir, an => a cuando n — o. 


el límite lím a, = lim (d, — €) = è — e< M, con lo que el teorema queda 
demostrado para una sucesión arbitraria no decreciente. 

Si, ahora, la sucesión (ap) no crece y está acotada inferiormente por el 
número m, entonces le sucesión de números (an) no decrece y está acotada 
superiorinente por el número —m, y, en vista de lo demostrado, existe un límite 
Tim (—ap) = —a < —m, designado por nosotros mediante — a. Por consiguien- 
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te, existo también lím a, = —lim (47) = — (2) = a> m. El teorema queda 
demostrado. 

Observación. Si una sucesión de números reales (a,} es convergente, los 
desarrollos decimales de dichos números no se estabilizan necesariamente. Por 
ejemplo, 


ami O md, 2 
ivan 

omm=0,9.. M4. (km1, 2, 
mes 


sión (op) tiene un límite 4 (an — 1), no obstante, lo que es fácil 
O o aa 


asueto s. Demos a conocer una nueva demostración de la igual- 
«dad (compárese con el ejemplo 8 del $ 2.1) 


límqg=0, |9|<t. (4) 

Sea, por ahora, g = 0. En este caso la variable q" (n = 1, 2, ... .) 
no crece y está acotada inferiormente por el número 0. Pero, ont 
ces, oxiste, de acuerdo con el teorema 1, un número A >0, hacia 
el cual tiendo g": 


lím g = A. 


Tenemos también 
A = lím gi = q lim 9 = gA, 


de donde A (1 — q) = Ò y A = 0, puesto que g <A. 

Si ahora q < 0. entonces, en virtud de lo demostrado ya, | q” | = 
= |g P0, n—00. 

La igualdad (4) está completamento demostrada, 

Esta demostración de (4) es, quizás, más exquisita en compara- 
ción con aquella que se ha aducido en el ejemplo 8 del $ 2.1, pero 
ella no presta la posibilidad de apreciar la volocidad con Ja que q” 
tiende a cero: no se pone de manifiesto con toda la eficacia el número 
Ro = Ny (e), a partir del cual |g" |< e. 

rsemeco > Es válida la igualdad 


z 
Mr 


6) 


donde a es un número arbitrario, 
Para |a |< 1 la igualdad es obvia. Sea a >1. Hagamos 
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Entonces, 

Uns s 
ün a+i 
Do aquí proviene que tn4; < un, Yn > no, donde no es suficiente- 
mente grande, 

De este modo, la variable u, decrece cuando n > no. Además, 
ssr scade inferiormente por el número 0. Pero, en este caso existe 
el límite 


>0 (1>00). 


lím un, = A >O. 


Mas, se verifica también 


A= lim uns = lim (E ) =41imF7 =4:0=0, 


y se ha demostrado, pues, la igualdad (5) para cualquier a >0. 
Esta igualdad queda vorídica también para cualquier a < O, puesto 
que 


=h 0 cuando n— o 


§ 2.6. Número e 
Examinemos una sucesión 
e 0 


Mostremos que esta sucesión es creciente y está acotada superior- 
mente, En virtud de la fórmula para el binomio de Newton 


(+09 3 nint) e E q, 


pe] 


tenemos 
a= (1 + itni... 


a x EA n—1) = CA 


ll + 
O A a O) 


g 


De la igualdad dada se ve que la sucesión x, > 2, Yn. Demostremos 
que la sucesión fx) está acotada superiormente. De la igualdad (1) 


tenemos 


nLite 


Señalemos quo la sucesión (z,) es creciente. Por analogía con (4) 
tenemos 

1 1 1 1 
n= 2H (1 +) t+ ilit) ss 


liada) (1 


1 4 n 
+err li- +) (t-a) 0 
Comparando (1) y (2) vemos quo zn < Zn41, Vn EN (en (2) cada 
sumando es mayor que el sumando correspondiente en (1), y, en 
adición, hay un sumando positivo de sobre). De acuerdo con el teo- 
rema 1 del $ 2.5, la sucesión {za} convergo. Designemos su limito 
mediante la letra e, como lo propuso por primera vez L. Euler: 


lin (14 LJ "e. 


De lo dicho se pone claro que 2< e< 3. El valor más exacto os 
e = 28... 
En adelante (en el $ 4.16) se demostrará la fórmula, de la cual proviene que 


>», o 
i 


donde 0 es cierto número, dopendiente de n, que satisface las desigualdades 
0 < 0 < 1. Con ayuda de esta fórmula no es difícil demostrar que e es un nû- 
mero irracional. Admitamos que e = p/g, donde p y g son naturales. Entonces, 
al hacer en (8) n = q, tendremos 


s 
anii 
lata 

Al multiplicar por q!, obtenemos 
pa-m, 4) 


ñ 
donde ¿=ql $) $ es un número natural. Hemos obtenido una contradicción: 


==] 
el primer miembro de (4) es un número entero, mientras que el segundo miembro, 
igual a O, es una fracción propia. 
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$ 2.7. Principio 
de segmentos encajados 


TEOREMA 1 (PRINCIPIO DE SEGMENTOS ENCAJADOS). Sea dada una 
sucesión de segmentos 
On = lan, dal (1,2) 
encajados uno en otro (es decir, de tal indole que Ons, = On (n = 
= 1, 2, ...)), cuyas longitudes tienden a cero: 
da = ba — an —> 0 (1 00). 

En este caso existe un punto (número) c, y este punto es único, que 
pertenece a la vez a todos los segmentos On (c E Om, n= 1, 2...) 

Demostración. Es evidento que 

<<<... <a 
paca cualquier m natural prefijado. Esto es indicio de que los núme- 
Tos a, no decrecen y están acotados superiormente por el número bm 
para cualquier m, y, de conformidad con el teorema 1 del $ 2.5, 
existe un número ¢ hacia el cual tiende la variable a, (lim an = c). 
En este caso an < € < Bm. Por cuanto n y m naturales en estas desi- 
gualdades son arbitrarios, entonces, en particular, an < € $ da 
{n = 1, 2, . . .). Por consiguiente, c € on, cualquiora que sea n € N. 

El punto determinado c es único. Admitamos que existe otro 
punto c, € on, Vn. Entonces, a, < c, c, < bas de donde 

bn — an > |c — c 1>0, Va, 
pero esto contradice lo que ba — an — 0. 

Observación, En el teorema 1 es esencial que se consideran en él 
los segmentos lan, 5.) y no los intervalos, como lo muestra el si- 
guiente ojemplo. Los intervalos (0, 1/n) (n = 1, 2, . . .) están encaja- 
dos uno en ol otro, su longitud d, =+- — 0 =--> 0, perono existo 
ningún punto que pertenezca a la vez a todos los intervalos mencio- 
nados. 

En efecto, cualquier punto c < 0 no porteneco a ninguno de los 
intervalos (0, 1/n). En cambio, si c >O, se encontrará tal n que 
A/n<c y c€ (0, 1/n). 


$ 2.8. Cotas exactas superior 
e inferior de un conjunto 
Examinemos un conjunto arbitrario E de números reales z. 
Puede suceder que en este conjunto haya un número máximo que 
se designará con M. En tal caso se escribe 
M = máx E =méxz. 
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Puede suceder también que entre los números z€ E haya un 
número mínimo, igual a m. En este caso se escribe 


m= mín E = mín z. 
poa 


Si el conjunto E es finito, es decir, consiste de un número finito 
de números 


Eo Pa 


entre ellos siempre habrá un número máximo y un número mínimo, 
No será siempre así, sin embargo, si Æ es un conjunto infinito, 
Ho aquí unos ejemplos: 
(e oo ga mb Oy: di Bd 


2, —), 


El conjunto Z no tiene números máximo y mínimo. El intervalo 
(a, b) tampoco los tiene. En este caso no importa si los números 
a, b son finitos o infinitos. Cualquiera quo sea el número € € (a, b), 
es decir, un número que satisface las desigualdados a < c < b, 
siempre existen los números c,, e, de tal género que a < c, < ¢ < 
Leb, 

ÉI conjunto N no tiene un olemento máximo, pero tieno el míni- 
mo z = 1. En cambio, ol conjunto N. cuenta con un elemento máxi- 
mo z = —1, pero está privado de elemento mínimo. 

Es obvio también que mín [a, b) =a, máx la, b] = b, 
mín la, b) = a, sin embargo, el número máximo en la, b) está 
ausente. 

Surge, pues, la cuestión sobre la introducción do los números 
para el conjunto arbitrario Æ, que sustituirán, en lo posible, máx Æ 
y mín E. El papel de tales números (finitos o infinitos) lo desempe- 
ñan la cota superior ezacta 


sup E = supr = M 
ES 


y la cola inferior ezacta 
infE=ifz=m 
p 


del conjunto. 
Supongamos que el conjunto Æ está acotado superiormente. 
El número M (finito) se denomina cota superior exacta del con- 
junto Æ, si para dicho número se cumplen dos condiciones: 
1) £< M, Vz €E, 


4-013280 
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2) para todo e > 0 existe un punto z, € E tal que se verifican 
las desigualdades 
M-e<xu<M. 


En otras palabras, sup Æ = M es la menor de las cotas superio- 
ros (mayorantes). 

Supongamos ahora que el conjunto E está acotado inferiormente. 

El número m (finito) se denomina cota inferior ezacta del conjun- 
to E, siempre que para dicho múmero se cumplen dos condiciones: 

1) m<=, VIE E, 

2) para cualquier e >0 existe un punto z, € E tal que 

m<t,<m-+t, 


es decir, inf E = m os la mayor de las cotas inferiores. 
Está claro que si en el conjunto Æ de números reales hay un nú- 
moro máximo (mínimo), es decir, si existe máx Æ (mín Æ), entonces 


sup E =máx E (inf £ = mín E). 


Las abreviaturas sup, inf de Jas palabras latinas «supremun» e 
«infimum» significan superior e inferior, respectivamente. Esta 
terminología no es del todo acertada, puesto que, por ojemplo, sup E 
no es siempre el elemento máximo en el conjunto Æ. 

zsempLo + Un conjunto 


IS 


tione un número mínimo que es igual a 1/2 (mín Æ = 14/2). No obs- 


tante, está privado de número máximo, porque $< <4.. 
Pese a esto, está acotado superiormente por el número 4 o cual- 


quier otro número superior a 1. Pero, el número 1 desempeña un 
papai exclusivo: representa en sí la cota superior exacta de £ (sup E= 
= 1). 

Efectivamente: 


e VnEN, 


2) para Ve>0, 3n,EN: 1—e< rai 


Hemos definido, pues, la cota superior (inferior) exacta para un 
conjunto acotado superiormente (inferiormente). 

Si un conjunto E no está acotado superiormente (inferiormente), 
será natural que se llame su cota superior (inferior) exacta el sím- 
bolo +æ (00): sup E = +o (inf E = —oo, respectivamente). 

'A veces, cuando no existe el peligro de confusión, en lugar de +00 
se escribe simplemente 00. 
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zseupros. Para losconjuntos 1)—6), aducidos más arriba, tienen 
lugar: 


sup Z = +00, inf Z = —co, 
sup N = œ, inf N = mín N = 
sup N- = máx N. = inf N. = —00, 
sup (a, b) = b, inf (a, b) = a, 


donde a y b son los números que pueden ser tanto finitos como infi- 
nitos. 


puedo dar la definición general de cota superior (inferior) 
exacta de un conjunto, la que es válida para cualquier conjunto 
(acotado o no acotado). 


Moa M 


TT at TN 
£ EA 
Fig. 9 Fig. 10 


Un númoro M (m, respectivamente), finito o infinito, Ieva el 
nombre de cota superior (inferior) exacta del conjunto E (figs. 9 y 10) 
siempre que so cumplan las condiciones: 

1) <M (m<z), Vz E; 

2) para cualquier número (¡finito!) M, < M (m, >m) existe 
EE tal que M, < r, <M (m< 2 < m). 

Con esta enunciación no nos vemos obligados a emplear la difo- 
pl M E £ (la suma m + e), esto no tiene sentido para M = +00 
(m = —00). 

Resulta válido el siguiente teorema de principio. 

TEOREMA 1. Siun conjunto no vacío de números reales E está aco- 
tado superiormente (inferiormente) por un número finito K (k, res- 
pectivamente), entonces existe un número M < K (m © k) que es la 
cota superior (inferior) ezacta de E. 


Demostración. Puesto que £ es un conjunto no vacío, en él está contenido 
por lo menos un punto z. Examinemos un segmento 0, = [a, b], donde a < 


<ta bm K, 
“Por hipótesis, a la derecha de o, no hay puntos de E. Dividamos 0 en dos 
partes iguales (dos segmentos) y designemos mediante 0, la más derecha mitad 
¡e contiene al menos un punto de £. Esto se debe entender en el sentido de que 
sí ambas partes (mitades) contienen los puntos de Æ, entonces o, es la derecha 
de estas mitades, y si los puntos de E están contenidos sólo en una de ellas, 
precisamente esta parte se designa mediante y. 
Denotemos con z, algún punto de Æ perteneciente a 0,. De este modo, zí € 
€ a,.pero a la derecha de o; no hay puntos de E. Dividimos ahora 0, en dos seg- 
mentos iguales y designamos mediante o, el más derecho de estos segmentos que 


do 
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contione al menos un punto de Æ, ol cuad se designar con zs, A la derecha de 
9, no bay puntos de £. 

Al continuar este proceso por inducción, obtendremos una sucesión de sog- 
mentos encajados 3, = [am bn) (04 > Gn +1): cuyas longitudes son 


A 


Además, sea cual fuera n € N, a la derecha de 0, no hay puntos de E, poro on 
contiene un cierto punto zp € E. 
En virtud del principio de segmentos encajados, existe un único punto, que 
se designará con M, perteneciente a todos los segmentos O, (M E On, Yn). 
Demostremos que 


M = sup E. o 

Efectivamente: 

1) tiene lugar la desigualdad z$ M, Y2 < Æ, porque si z es algún punto 
perteneciente a E, entonces =< bn, Yn; pasando al límite para n — co, obten- 
dremos 

z< M= limbs VzEE; 


2) para cualquier e > 0, 3z' € E se tiene 


M=ei<rióM. 8) 


s puntos zp, dofinidos más arriba, pertenocen a 0, y a E, res- 
docir, an € Za < M, y, como a => M, n — co, entonces pat 


den elisio, 
Paes 
Podo e> 0, dns 


M— eLan aS M, 


Todo lo dicho anteriormente nos conduce a la siguiente afirma- 
ción: cada conjunto E tiene las cotas exactas superior e inferior. St E 
Está acotado superiormente, entonces sup E < œ, si, en cambio, E no 
está acotado superlormente, s tiene sup E = co. Análogamente, si E 

> 


está acotado inferiormente, entonces inf E >—co, y si Eno está acotado 
inferiormente, inf E = —%. 
PROBLEMAS 
4. Sean dados unos conjuntos de números reales X = {x}, Y = (y), Por 
conjunto (e + y) se entenderá toda una serie de las sumas de números z € X 
e y € Y. Demuéstrese que 
sup (e + y) = sup (=) + sup {vh 
int {z + y} = inf (2) + inf (y). 


$ 29. Teorema de Bolzano—Weierstrass 53 


2. Porconjunto {zy} se entenderá toda una serie de productos de los núme- 
zos no negativos z € X e y € Y. Demuéstreso que 
sup (zv) = sup {z} sup (9), inf {zy} = inf (2) inf (y) 
>0 y>0. 
3. Demuéstrese que 
a) inis, int (~a) = up z. 


§ 2.9. Teorema de 
Bolzano— Weierstrass ” 


Sea dada una sucesión arbitraria de números reales {zn}. Elija- 
mos de ella un conjunto infínito de elementos con los números n, <, 
< n<... Obtendremos una nueva sucesión (z,,) que se denomi- 
na subsucesión de la sucesión {zn}. De la sucesión dada se pueden elegir 
una infinidad de tales subsucesiones. 

Si la sucesión {zp} converge (a un número finito, a +00 o —00), 
toda subsucesión de ella converge, evidentemente, también y, 
además, al mismo número (finito, +00 ó —00). 

Una sucesión 


(1, 1,1, 4, ...) (1) 
puede intervenir como un ejemplo de una sucesión de números que no 
converge. No obstante, vemos que dicha sucesión contione una sub- 
sucesión 

de di de 


que converge (a 4). Surge una pregunta si es siempre así que cual- 
quier sucesión de números reales contiene una subsucesión que con- 
verge a cierto número (finito, +00, —0o). La respuesta positiva a 
esta pregunta da el 

TEOREMA i. En toda sucesión de miímeros reales {xn} puede seleccio- 
narse una subsucesión (2n,) convergente a un número finito o bien a 
+, o bien a —o0. 

En el caso en que la sucesión {za} no esté acotada superiormente 
(inferiormente), contiene, evidentemente, una subsucesión que tiende 
lo que demuestra el teorema. Si, en cambio, la 
sucesión está acotada, el teorema 4 se reduce al siguionto 

TEOREMA 2 (DE BOLZANO—WEIERSTRASS). En toda sucesión acotada 
(en) puede seleccionarse una subsucesión (Zn,) que converge a cierto 
número, 

Demostración. Como la sucesión de puntos (z,) está acotada, 
todos los puntos pertenecen a cierto segmento [a, b} que so designará 


1) Bolzano B. (1781—1848), un matemático checo; Weierstrass K. (1815— 
1897), un matemático alemán. 


54 Capitulo 2. Límite de una sucesión 


mediante op. Dividamos o, en dos segmentos iguales y denotemos con 
a, ol más derecho de ellos que contiene una infinidad de elementos za- 
Uno de estos últimos elementos se designará con za, Si hay algo a la 
derecha de o, será un número finito de los puntos za. Dividamos o, 
en dos segmentos iguales y denotemos con o, el más derecho de ellos 
que contiene un número infinito de elementos za. Elijamos ontre 
estos elementos un elemento zn, con ol número n, > ny. Si hay puntos 
Zn a la derecha de 07, habrá un número finito de ellos, 

Continuemos este proceso por inducción. Como resultado, obtene- 
mos una sucesión de segmentos o, = la», ba) encajados uno en el 
otro, cuyas longitudes ba — a, —> 0, k — 00, y una subsucesión de 
los puntos de nuestra sucesión tales que za, € g» (m < M2 < ++ -)- 
En tal caso, a la derecha de cada uno de los segmentos habrá no más 
de un número finito de elementos Zn. 

Según el principio de segmentos encajados, existe un punto c 
que pertenece a cualquiera de los segmentos ga. Es obvio que la 
subsucesión (z,,) tiene como su límite el punto e (Zn, >c), y el 
toorema queda así demostrado. 


$ 2.10. Límites superior e inferior 


(zn), se puede de acuerdo 
con el teorema 1 dol $ 2.9, analizar diversas subsucesiones convergentes que so 
dran por esta sucesión. Los límites de dichas subsucesiones convergentes 
len Jlamarso límites parctales de la sucesión (zn). 
Según la definición, se denomina límite superior de la sucesión (xn) (o de la 
variable zn) un número M (finito, Fo 6 0») que posee las siguientes propio- 
la 


Dada una sucesión arbitraria de números real 


1) Existe una subsucesión (zm) de la sucesión (xp), que converge a 
lim zp, =A. 


ra 

2) Para cualquier subsucesión convergento (sna) de la sucesión (zn) 
Bas <M 

El limite superior de la sucesión (z,) se designa con uno de los símbolos 


M=Tuozn= la z= lim pra 
nao n naoa BSN 


Si la sucesión (xy) no está acotada superiormente, entonces, evidentemente: 


THe 


En la sucesión ((—1)"} la variable =, tiene [īm z, = 1. 
He aquí un ejemplo más: 


om dle je 
SS A 
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Esta sucesión (variable) no está acotada superiormente. Por consiguiente, su 
límite superior 


Tm n" = +00. 


Para la sucesión (zn), acotada rmente, su límite superior M puede 
sor definido tambida del iodo siguiente: para cualquier «=> O quizás haya la 
derecha de Af + € un número finito de puntos zp; en cambio, a la derecha de 
M — e hay, a ciencia cierta, un número ito de puntos zn. 

Observemos que si la sucesión {zn }tiene un límite habitual. (finito) im 97 


=M, pene ma a Ja ales e>0, LL, np dav 
< e se cumplen para todo sn, ción del número 
Te sllos. ba este modo, a la derecha de M -E Ebay à o sumo un número finito 
de elementos zn, y ala derecha de A — e bay, 4 lencia cierta, ua infinidad 
je ol 


Esto muestra que tambión M = [fm za. 
M = lím z,, entonces también Taz lim zp = M. 

'diferencia entes yn limite habitual y un límite superior es que 
fmito habitual a la izquierda de Af — e bay a lo sumo un número 
finito de los puntos zn, y en el caso del límite superior a la izquierda de M — e 
puedo haber también un número infinito de los puntos zn. 

Por definición, se denomina límite inferior de la sucesión {zn ) (o de la vartable 
sn) un número m (finito, + é —co), que posee las siguientes propi 

4) Existe una subsucesión (say) de la sucesión {zn} que converge a m: 


Bl límite inferior de la variable x, se denota mediante uno de los símbolos 
mæ liman lim zn = lím infane 
a 
Si la sucesión (sn) no está acotada inferiormente, entonces, evidentemente: 
lim z, = =o. 


Para una sucesión acotada inferiormente el limite inferior juede ser 
definido tambión del modo siguiente: para cualquier e > 0 quizás haya a la 
Izquierda de m — e un número finito de puntos (elementos) zy, en cambio, a la 
izquierda de me bay, a ciencia cierta, un número infinito de puntos (le 
mentos) zn. 

Es obvio que 


lim za < Tm za. w 


TEOREMA 1. Para que una sucesión (2) tenga un limite (finito, +0 6 —00)a 
es necesario y suficiente que II za =lim za, y, en este caso, lim zp = lim zp = 
=imz. 
Observemos que si [fm z, = —co, entonces, en virtud de (1), lím 7, = —0o, 
y, según el teorema í, aa 
lim są = —<o. 


Es obvio también que de la igualdad lím 


Tim za = lim za 


=+ se desprende que! 
æ. 
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Observación. Se puede mostrar que el número c, obtenido al demostrar el 
teorema de Bolzano — Weierstrass, es un límite superior de zni 


Ti zm =<. 


Esto se deduce de lo que a la derecha de todo segmento 0, hay a lo sumo un 
número finito de puntos zn. 

Por otra parte, al modllicor el proceso, oligiendo en cada etapa de la divi- 
sión de gy en dos segmentos iguales no o] más derecbo de ellos, sino el más iquier- 
de que contenga uña infinidad de los puntos zm obtendríamos, posiblemente, 
el olro punto £r, comprendido en todos los an, y este último punto serja el Ie 
mite inferior de za dim za = 0). 

Si la variable zn no tiene límite, entonces, a ciencia cierta, ' < e; si, en 
cambio, el límite de zp existe, ambos procesos conducirán forzosamente 4 un 
mismo número e = c’. 


$ 2.11. Condición de Cauchy para 
la convergencia de una 
sucesión 


Sea dada una sucesión de números reales (z,) que converge a un límite 
finito as 


lim zp=0. 


Esto significa que para todo e > O existe un número ng = no (e) tal que 
ln —01<e2, Vn>n. 


Ala parcon el número natural n > n, podemos sustituir en esto desigualdad 
otro número natural m > ny: 


lrm—2|<e/2, Ym> ny 
Entonces, 
Lina [=| zna aam |< lona 1+ 
+Hisma <q Hgm Vm m> no 
Hemos obtenido la afirmación siguiente: Si la variable zn tiene 


un límite finito, para ella se cumple la condición (de Cauchy 1): 
para cualquierge >0 eziste ny = ny (e) tal que 


Em — an| <e Yn, m> ny 


Una sucesión de los números que satisface la condición de Cauchy 
se denomina, además, sucesión fundamental. 


3) Cauchy O, L- (1780—1857), un matemático francés. Pue primero en 
definir los conceptos fundamentales del análisis matemático (límite, continui- 
dad, integral, ...) que se han conservado intactos en las matemáticas modernas. 
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Resulta que es válida también una afirmación inversa: si une 
sucesión de números reales (z,) es fundamental, es decir, satisface la 
condición de Cauchy, entonces tiene un límite, es decir, existe un número 
a (finito) tal que za, n ~> oo. 

Demostración, Comencemos por demostrar que una sucesión fundamental 


está acotada. Efectivamente, =å y tlijemos, de acuerdo con la 
condición de Cauchy, un número ny = ne (1) de una manera tal que 


lin Sml <i, Vn m> o 
de donde 


1> lan — Zm 1> Izn 1 Lai 1 
o bien 
14 lsm1> izl Va, m> ny w 
Fijemos m > ng y denotemos 
M= méz (t+ lam ly 12n e 
ngno 
es decir, el máximo de los números | z, |, donde a < na y del número 1 + | zm l» 
Entonces, en virtud de (1), 
Mim h VEN, 
con lo que queda demostrado el carácter acotado de la sucesión (z, ). 
jesús Al teorema de Bolzano = Wolemirasa, on uno sucesión hlado (ea) 
puedo seleccionarse una subsucesión (zn, } que Converge a cierto número (ni 
10) a, es decir, 


Probemos que en el caso dado no sólo la subsucesión mencionada, sino 
también toda la sucesión tiene a por su límil 


lim zm 


En efecto, de conformidad con la condición de Cauchy que queda satis» 
fecha por nuestra sucesión, para cualquier e > 0 existe n tal que 
10] 


|2n —Zm |< 0/2, Yn m> n 
Por otra parte, en virtud de que zp — a para k = co, se puede indicar tal kp. 
que 


Limp — 0 1<0/2, Vk> ke 
Al tomar en consideración que na => œo para k=» 
ka > ko que sen ny, > na. Por eso 
lagg el <e/2. 03 
En vista de (2), donde se debe poner m = n,,, y de (3), tenemos | z, — a | = 
IS 


so puede encontrar tal 


Sim), 14129741 < Eze, Vn> no 
y demostramos que la sucesión (=,,) tiene un límite igual a a. 
Así pues, queda demostrado el 
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TEOREMA 1 (CRITERIO DE CAUCHY PARA LA EXISTENCIA DE UN LIMITE). 
Para que una sucesión de números reales (z,) tenga un límite, es 
„necesario y suficiente que dicha sucesión sea fundamental (satisfaga la 
condición de Cauchy). 


$ 2.12. Completitud y continuidad 
de un conjunto 
de números reales 


En los párrafos anteriores hemos demostrado toda una serie de 
propiedades de los números reales; más abajo vienen las más impor- 
tantes de ellas: 

1) La existencia de un límite que tiene una sucesión monótona 
acotado ($ 2.5, teorema 1). 

2) El principio de segmentos encajados ($ 2.7, teorema 1). 

3) La existencia de la cota superior exacta con la que cuenta un 
conjunto acotado arbitrario ( 2.8, teorema 1). 

4) La convergencia de una sucesión fundamental a un límite 
(criterio de Cauchy, $ 2.11, teorema 1). 

Aunque las propiedades citadas parecen distintas, de hecho 
están ligadas entre sí por una relación interior profunda. No es tan 
difícil mostrar que las afirmaciones 1) — 4) son equivalentes (siempre 
que están presentes las propiedades I—IV del número), es decir, de 
una cualquiera de ollas provienen las tros restantes. En este libro 
se ha mostrado que de 1) (o, que es lo mismo, de la propiedad V, 
véaso el $ 1.6) y de las propiedades 1—IV se deducen 2), 3), 4). 

Las propiedades 1) — 4) se llaman, en adición, propiedades de 
completitud o continuidad del conjunto de todos los números reales. 


Con el objeto de aclarar su papel, examinemos un conjunto solamente de 
números racionales el cual se designará con Q. 


“operar también 
ignará mediante R. 


A 


De esto modo, a es un número irracional, es decir, a € R, pero a Ẹ Q, La frac» 
ción a genera una sucesión de números truncados 


A) m aprene (1,2, 00) 


(que son racionales) la cual no decrece y está acotada superiormente por el 
nümero entero ay + 1. No existe un número racional al que converja nuestra 
sucesión de números racionales (a(")). Efectivamente, sabemos que la variable 
atM) converge hacía a (véase el ejemplo 9, $ 2.1), es decir, hacia un número irra- 
-cional y no puede converger a otro número, 
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Hemos mostrado que la propiedad 1) en Q no se cumple en el 
caso general. 

No es dificil probar que las propiedades 2), 3), 4) en el caso 
general tampoco se cumplen en Q. 

Un conjunto de números reales se denomina completo, debido a 
que para él se cumple la propiedad 4) consistente en que cualquier 
sucesión fundamental de números converge a cierto número real. 

El conjunto Q de números racionales no es completo. Dicho con- 
junto contiene sucesiones fundamentales que no convergen a los 
números racionales. Agregando a Q los números irracionales, obtene- 
mos un conjunto de números reales que ya es completo. 


Capítulo 3 
Función. Límite de una función 


$ 3.1. Función 


Sea Æ un conjunto do números y supongamos que en virtud de 
cierta ley bien determinada a todo número x de Æ se le ha puesto 
en correspondencia un (solo) número y; en este caso so dice que en E 
está definida una función (unívoca). la cual se escribe así: 

y=1() (EE). (1) 
Dicha definición de la función fue propuesta por N.1. Lobachovski 
y Dirichlet ?). El conjunto Æ recibe el nombre de campo de definición 
de la función 7 (z). Suele decirse también que está dada una variable 
independiente z la cual puede tomar valores particulares de z del 
conjunto Æ, y a cualquier z € Æ se le ha puesto en correspondencia, en 
virtud de la ley mencionada, un valor determinado (número) de 
otra variable y, llamada función o variable dependiente. La variable 
independiente se denomina argumento. 

Para expresar el concepto de función se utiliza el lenguaje geomé- 
trico. Se dice que está dado un conjunto Æ de puntos z de una recta 
roal (un dominio de definición de la función) y la ley, en virtud de 
la cual a todo punto z € Æ se le asigna un número y = f (2). 

Hablando de una función como de cierta ley que pone on corres- 
pondencia a todo número z € Æ otro número y. resulta suficiente 
designarla con una letra f. El símbolo f (z) denota un número y, 
el cual, en virtud de la ley f, corresponde al valor z € £. Si, por 
ejemplo, el número 1 pertenece al dominio E de definición de la 
función f, entonces f (4) es el valor de la función f en el punto z = 1. 
Si 1 no pertenece a Æ (1 E E), se dice que la función f no está definida 
en el punto 1 

Un conjunto E, de todos los valores de y = f (z), donde z € E, 
so denomina imagen del conjunto £ creada con ayuda de la función f. 
A veces se escribe en este caso £, = f (E). Sin embargo, esta última 
designación debe emplearse con cautela, explicándola en lo posible 
cada vez cuando se utilice para que no sea confusión con la designa- 
ción y = f (z), donde z es un punto (número) arbitrario perteneciente 
al conjunto Æ, mientras que y es un punto del conjunto E, que se 


1) Lobachevski N. 1. 
la geometría no euclii 
alemán. 


1792—1856), un gran matemático ruso, creador de 
Dirichlet L.P.G. (1805—1859), un] matemático 
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pone correspondiente a z con ayuda de la función (la ley f). Se dice, 
además, que la función f aplica el conjunto Æ sobre el conjunto £,. 

Si la imagen E, = / (E) = A, donde 4 es un conjunto de números 

pe, en general, no coincide con E,, dicen que la función f aplica 

en A. 

Para las funciones f y q, definidas en un mismo conjunto Æ, se 
determinan la suma f + q, la diferencia f — q, el producto fẹ, el 
cociente fi. Estas son unas funciones nuevas cuyos valores se expre- 
san mediante las fórmulas correspondientes 


Iton fea 1 an D 


en las que se supone en el caso del cociente quo ọ (z) % 0 on £. 

Para Ja designación de las funciones, so emplean también otras 
letras cualesquiera: F, D, Y, . . ., al igual que en lugar de z, y se 
pueden escribir z, u, V, . ++ - 

Si la función f aplica el conjunto Æ en E,, y la fonción A aplica 
el conjunto E, en el conjunto £,, la función z = F (f (2)) se denomina 
función de función, o bión función compuesta, o bien superposición 
do / y P. Está definida en el conjunto £ y aplica £ en £,. 

Puedo existir una función compuesta en cuya formación partici 
pan n funciones: z = F, (Fs (Ps (+.. (Fa (2)) ...)))- 

En la práctica se encuentran varios ejemplos de las funciones, 
Por ejemplo, el área S de un círculo es una función de su radio r, 
expresada mediante la fórmula $ = 1*, Esta función está definida, 
evidentemente, en el conjunto de todos los números positivos 7. 

Podríamos hablar, sin ligar la cuestión con el área del círculo, 
sobre la dependencia que existo entro las variables $ y r, expresada 
mediante la fórmula $ = 21%. La función $ = q (r), prefi 

está definida en todo el eje real, es decir, definida pi 
todos los números reales r que no sean necesariamente positive 

Más abajo vienen los ejemplos de funciones definidas por las 
fórmulas: 


2) y=lg(14+2), 3) y=z— 
5) y =aresen z. 


Tenemos en cuenta las funciones reales que toman valores reales y 

para los valores reales del argumento z. No es difícil ver que los 

dominios de definición de las funciones aduci 
1) segmento 1, 1] =(-1<7<1 
2) conjunto z > —1; 
3) todo ol eje real; 
4) todo el eje real del cual está excluido el punto z = 1; 
5) segmento [—1, í], respectivamente. 
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Las funciones definidas on los ejemplos 1) y 2) pueden considerar- 
se como funciones de una función: 1) y = Vu, u = 1 — v, v = 3; 
2) y= lgu, u= 1+ 

De medio sustancial para definir una función sirve la gráfica. 
Fijemos vn sistema rectangular de coordenadas z, y (fig. 11), mar- 
quemos en el eje z un segmento Ía, b] y expongamos cualquier curva T 
que posea las siguientes propiedades: cualquiera que sea el punto 
z € la, bl, toda recta que pasa por el punto citado y es paralela al 
eje y corta la curva I en un solo punto A. Tal curva I, dada en el 
sistema rectangular (cartesiano) de coordenadas, se denowinará 
gráfica, La gráfica define una función 
y=/(2) on ol segmento la, b] de la 
manera siguiente, Si z es un punto 
arbitrario del segmento la, b], el valor 
correspondiente de y = f (x) se delormina 
como ordenada del punto A (véase la 
fig. 14). Por consiguiente, con ayuda de 
la gráfica se da una loy bien determi- 
nada de correspondencia entre z © 
y = f (0). f 
Pig. 44 Hemos definido la función con ayuda 

de una gráfica en el conjunto Æ que 
representa ol segmento la, b]. En otras circunstancias Æ puede 
representar un intervalo, un semi-intervalo, todo el ejo real, un 
conjunto de números racionales pertenecientes al intervalo dado, 
etc. 

Definamos en cierto intervalo (a, b) una función j (x) y un número 
arbitrario (constante) ax 0. Sirviéndose de œ y f, se pueden construir 
una serio de funciones: 1) af (z); 2) f (z) + a; 3) f (z — a); 4) f (ax). 
Las funciones 4) y 2) están definidas en el mismo intervalo (a, 5). 
Las ordenadas de la gráfica de la función 1) están aumentadas en a 
veces en comparación con las ordenadas correspondientes f (z), La 
gráfica de la función 2) se obtiene de la gráfica de /, elevando la últi- 
ma a una magnitud « (si a > 0) y bajándola a la magnitud |œ | 
(si a < 0); la gráfica de la función 3) se obtiene de la gráfica de f, 
desplazándose la última a la derecha a la magnitud a, si a >0, 
y a la izquierda a [a |, siempre que æ < 0. Por fin, la función 4) 
está, evidentemente, definida, cuando «> 0, en el intervalo 
(ala, bla); su gráfica se obtiene de la gráfica de f, comprimiéndoso 
esta última uniformemente en œ veces. 

La función f se denomina par o impar, si está definida en un 
conjunto simétrico respecto del punto nulo y posee en dicho conjunto 
la propiedad f (—2) = f (z) o bien la propiedad f (—2) = —f (z). 

La gráfica de una función par es, obviamente, simétrica respecto 
del eje y, y la gráfica de una función impar es simétrica respecto dol 
origen de coordenadas. Por ejemplo, 2° (k es natural), cos z, lg |z |, 
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VTF Æ, f(|z |) son todas funciones pares, mientras que z°™**t 
(*>0 y es entero), sen z, z V1 F7, zf (| kx |) son funciones 
impares. 

No es difícil ver que un producto de dos funciones pares o de dos 
Junctones impares será una función par, y un producto de una función. 
par por otra impar será una función impar. 

esde luego, la mayoría de las funciones son no pares y no impares. 

La gráfica de una función y = f (z), z € E, puedo ser determina- 
da, además, como una totalidad de puntos (z, f (z)) de abscisa z 
y ordenada 7 (z), donde z € E. 

Una función / so denomina creciente (no decreciente) en E, si pare 
cualesquiera z;, z, € E, para los cuales z, < zz, se verifica la desi- 
gualdad f (x=) < f Gai $ (a1) <]1 (22). 

Una función / se llama decreciente (no creciente) en E, si para 
cualesquiera z, z, € E, para los cuales z4 < 27, se verifica la desi- 
gualdad f (2) > f (2) Y (21) >1 (20). 

Una función / se ilama acotada (no acotada) en E, si su imagen 
E, = f (E) creada con ayuda de f es un conjunto acotado (no acotado). 

Por ejemplo, la función y = 1/z decrece y no está acotada en 

(0, 00), pero sí está acotada en [1, 00). 

Una función f, definida en todo el eje real, se denomina periódica 
de período T >O, si f (2) = f (z + T) para Vz. 

Se puedo hablar también de una función periódica de período 7 
on el intervalo (a, b) (en el segmento la, 01), si la igualdad 


t= j+ T) 


se veriica para todos los = € (a, b) (o Ia, bI) tales que para ollos os 
cierto z + 7 € (a, b) (la, bh. 
Por ejemplo, la función sen z de período 2x. La función sen mz, 
donde m €N, es también de periodo 2r, pero, además, tiene un 
poríodo menor T =2a/) 
rremezo e La función (signo 2) 


1,2>0, 
y =signz= 0, z= 0, 
1, 2<0, 


está dada en el intervalo infinito (—oo, oo). Es impar. Su imagen 
es un conjunto compuesto por tres puntos: 1, 0, —1. 
EJEMPLO 7. La función 
+i, 7<0, 
y= 
snz, 2>0, 


tiene la gráfica expuesta en la fig. 42. Decrece en (—co, 0) y 
e ealada Igual a Don (0, 00). Eta función está definida mediante 
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diferentes fórmulas en las distintas partes de su dominio de defini- 
ción. 

Una función puede definirse en forma de una tabla. Por ejemplo, 
podríamos medir la temperatura de aire 7 cada hora. En este caso 
a cualquier momento de tiempo £=0, 4, 2, . . ., 24 lo correspondería 
un número determinado 7 en forma de una tabla: 


De este modo, obtendríamos una función 7 = f (t), definida en 
un conjunto de números enteros desde O hasta 24 y dada por me 
de la tabla. 

Si una función y = f (2) viene dada en cierto conjunto Æ mediante 
una fórmula, siempre podemos considerar que a la función lo corres- 

ponde una gráfica bien determinada quo 
expresa geométricamente dicha función. 
Lo recíproco no está claro ni mucho 
menos: sí una función viene dada por 
una gráfica arbitraria, ¿podrá expresarse 
mediante cierta fórmula? Es una cuestión 
muy compleja. Para resolverla, se debo 
dar cuenta del sentido quo lo asigna a la 
propia palabra fórmula. Más arriba, al 
decir que una función dada y = f (z) so 
expresa mediante una fórmula, suponía- 
mos tácitamente que en este caso y so 
obtenía a partir de z con ayuda de un 
número finito de tales operaciones como la adición, sustracción, 
multiplicación, división, extracción de una raíz de tal o cual grado, 
determinación por logaritmos, el cálculo de sen, cos, arcson u otras 
operaciones algebraicas y trigonométricas. 

El análisis matemático ofrece los medios para ampliar considera- 
blemente el concepto de fórmula. Un medio muy importante de esta 
índole es el desarrollo de la función en una serie infinita respecto do 
las funciones elementales. 

Muchas y, quizás, todas las funciones que se encuentran en la 
práctica pueden ser expuestas por medio de una fórmula que represen- 
ta cierta serie infinita cuyos términos están constituidos por las 
funciones elementales que se definirán más abajo. Pero no es el 
tiempo de hablar sobre esto ahora mismo, pues no estamos preparados 
todavía. 


Fig 12 
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De una manera u otra, 


a dada la función f (z) mediante una 
fórmula o por medio de algún otro método, por ejemplo, con ayuda 
de una gráfica, ella ya es un objeto de estudio para el análisis mato- 
mático, siempre que dicha función satisfaga ciertas propiedades 
adicionales generales, a saber, Ja continuidad, la monotonía, la 
convexidad, la derivabilidad, etc. Pero todo esto se tratará más 
abajo. 

Un medio importantísimo del estudio de una función es ol con- 
cepto de límite que constituye el concepto fundamental del análisis 
matemático. El presente capítulo está dedicado precisamente a este 
concepto. 

Si a todo número z perteneciente a un conjunto dado de números 
E le corresponde, en virtud de cierta ley, un conjunto determinado 
ex de números y, dicen que por medio de la ley citada queda definida 
una función multiforme y = j (x). Si resulta que e, se compone sólo 
de un número y para cada z € Æ, obtenemos una función uniformo 
o unívoca. 

Cua función unívoca se denomina simplemente «función» sin 
añadir el adjetivo «unívoca», siempre que esto no conduzca a una 
confusión. 

El álgebra y la trigonometría nos proporcionan los ejemplos de 
funciones multiformes: a título de tales funciones intervienen Y 7, 
Aresen z, Aretg Z, +... 

La función z está definida para z > 0. Es biforme para z > 0: 
a todo número positivo z corresponden dos números reales (que se 
diferencian uno del otro en signo), cuyos cuadrados son iguales a z. 


Adomás, ol símbolo Pz (k = 2, 3, . . .) se entenderá siompro, si no 
se especifica lo contrario, como un valor aritmético de la raíz do 
k-ósimo grado de z > Ù, es decir, como un número no negativo cuya 
k-ésima potencia os igual a z (véase el $ 3.8). En lo que so refiere a la 
función Aresen z, es de infinitos valores. Ella pone on corresponden- 
cía a cada valor de z, perteneciente al segmento [—£, 1] una infinidad 
de valores de y, los cuales pueden escribirse segón la fórmula 
y = (AP aresenz+ ka (k=0, +1, +2, ...). 

Hasta ahora hemos tratado las funciones de una sola variable, 
Pero, se puede hablar también de las funciones de dos, tres y, en 
general, de n variables. 

Una función de dos variables se defino de la manera siguiente, 
Se analiza un conjunto £ de pares de números (z, y). Se tienen en 
cuenta en esto caso los pares ordenados. Esto significa que dos pares 
(21r Y1) Y (Za, Ya) se consideran iguales (coincidentes) cuando, y sólo 
cuando, z, = 2, € y, = y. Si a cada par (z, y) € Æ se le ha puesto 
en correspondencia, en virtud de cierta ley, un número z, se dico 
que con esto queda definida en el conjunto Æ una función z = f (x, y) 
de dos variables z e y. 
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Por cuanto a cada par de números (x, y) le corresponde cn un 
plano, en el que está introducido el sistema cartesiano de coordenadas, 
ùn punto de abscisa z y ordenada y, y, viceversa, a todo punto le 
corresponde, de este modo, un par (z, y), podemos decir que nuestra 
función f (z, y) está definida en el conjunto £ de puntos de un plano, 

La función 2 = f (z, y) de dos variables se expone on el espacio 
tridimensional, en el que está dado un sistema rectangular de coorde- 
hadas (2, y, 2), en forma del lugar geométrico de puntos (z. y, } (a, y), 
cuyas proyecciones (z, y) pertenecen al conjunto Æ de definición de f- 

Por ejemplo, para la función 


¿=YI=F-=P P+ 


en calidad de tal lugar geométrico interviene la mitad superior de 
la superficie esférica de radio 1 y centro en el punto nulo, 

Del mismo modo puede definirse uma función do tres variables. 
Como dominio de su definición puede ahora servir cierto conjunto 
de las tornas ordenadas de números (z, y, 2) o bien, que es lo mismo, 
de los puntos que les corresponden de un espacio tridimensional en 
el que está introducido un sistema cartesiano de coordenadas, 

Si a cada terna de números (a cada punto de un espacio tridimon- 
sional) (z, y, 2) € E le corresponde, en virtud de cierta loy, un nú moro 
u, se dico que con esto queda definida en Æ una función u = F (z, y, 2) 

“Awilogamento puedo considerarse ua conjunto £ de los sistemas 
ordonados (ti, + + +» 3n) de n números, donde n es un númoro natural 
profijado. En este caso también, si a todo sistema de esta índole 
perteneciente a Æ le corresponde, en virtud de cierta ley, un número 2, 
Se dico que z es una función de las variables Xy, . « „, £ny definida on el 
conjunto E y dicha función se escribe en la forma 3 = F (£y, » . » 2n). 

Cuando n > 3, ya no tenemos en nuestra disposición un espacio 
real. n-dimensional que pueda ser empleado para representar los 
sistemas (Zu « - :» Z») en forma de los puntos que le pertenezcan a 
dicho espacio. Sin embargo, los matemáticos inventaron el espacio 
n-dimensional quo les sirve impecablemente y, adomás, de una 
manera no peor que un espacio tridimensional real. A saber, se llama 
espacio n-dimensional un conjunto de toda mnà serie de sistemas de r 
números (žy, +; «1 Zn). 

Si dos funciones / y q de n variables vienen dadas en un mismo 
conjunto Æ do sistemas (z, ; - », Zn), es decir, de puntos de un espació 
n-dimensional, se puede dofinir la suma f + q, la diferencia f — y, 
el producto fọ y el cociente f/p como funciones, definidas sobre Æ 
con ayuda de las igualdados análogas a las igualdades (2), donde sólo 
se requiere que los números æ sean sustituidas por los sistemas 
few «> + Zn). De un modo natural se definen también las funciones 
compuestas del tipo f (9 (z, y), ẹ (2 Y 2)) = F (z, y, 2), donde 
(e, y, 2) son las tornas de múmeros pertenecientes a cierto conjunto 
de ternas. 
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Abajo vienen unos cuantos ejemplos de las funciones de varias 
variables dadas por medio de las fórmulas elementales. 


EJENPLO $ u = Az + By + C2 + D (donde A, B, C, D'sun unos números 
prelijados resles y constantes) es una función lineal de tres variables (z, y, 3), 
istá definida en todo el espacio tridimensional. Una función lineal más general 


Y) unt 


$i 
donde as,  .-: 25, b son unos números constantes prefijados. Esta función 
ostá definida en cualquier punto (zy, - - .. 7y) del espacio n-dimensional o bien, 
como tambión se dice, en lodo el espacio n-dimensional. 
EJEMPLO d z= lg Y T—22— 1%, Dicha función real está definida en 
un dominio que representa un cfcalo de radio 1 y contro en (0, O). del cual 
le la 
úli 


den variables (zy, - - -, zp) viene definida mediante la fórmula x 


están exclnidos todos los puntos de frontera, es decir, Jos puntos ireunfe- 
rencia de radio 1 cuyo centro está dispuesto on (0, 0). Para estos últimos puntos. 
nuestra función no está definida, pues lg 0 no tiene sentido. 

EJEMPLO 10 La función 


ü para y >0, 
1 para y<0 


se expone geomátricamente por dos semiplanos paralelos que no están ligados 
entre ai. Su disposición con relación al sistema de coordenadas (2, y, 2) es abla, 


2/6 9 


Una función de una sola variable puede defis 
con ayuda de la igualdad 


F (2. u) 


rso implicitamente 


0, (3) 


donde Fes wna función de dos variables z e y. 

Supongamos que en cierto conjunto G de puntos (z, y) viene dada 
una función P. La igualdad (3) determina cierto subconjunto Q del 
conjunto G, en el cual la función F es igual a cero, Desde Juego, en 
particular, Q puedo representar u unto vacío. Son Q nu conjunto 
ho vacío y supongamos que Æ es un conjunto (no vacío, evidentemente 
de aquellos valores de z (números), a los cuales corresponde al menos 
un valor de y de modo tal que el par z, y pertenezca a Q. Así pues, E 
es un conjunto de todos los números z, a cada mno de los cuales 
corresponde un conjunto no vacío e, de números y do tal modo que 
(x, y) E Qo bien, que es lo mismo, para el par citado (z, y) se vorifique 
la igualdad (3). Con ello queda definida en el conjunto E cierta 
función de z: y = q (2) que os, en general, multiforme. En este caso 
suele decirse que la función q está definida implícitamente con ayuda 
de la igualdad (3). Para ella so cumple, obviamente, la identidad 


F (z, q())=0 para todo z€£. 


Por analogía, podemos definir también una función z = % (y) 
de la variable y. que se define implícitamente con ayuda de la 
igualdad (3). Para ella se cumple la identidad 


Fw), y)=0 para todo y €E, 
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además. que la función 
La función r = 
n y = q (0. 


donde £, es un conjunto dle números. Di 

q (2) (ó z =1 (y) satisfaco la ecuación ( 
yy (y) se denomina inversa respecto de la fun 
EJEMPLO 41. La ecuación 


n+y (4) 


donde r> 0, define implícitamente una función biforme de una 
sola variablo: 


y=xVF ers 

no obstante, para z = er es uniforme. Es natural considerar que la 
citada función biforme se descompone en dos funciones iniformes 
continuas y = + VTA e y = — VF Z Br < 25 r). Sus 
gráficas (semicireunferencias) proporcionan en totalidad una cir- 
cunferencia de radio r con centro en el origen de coordenadas, Dicha 
circunforoacia es un Jugar geométrico de los puntos cuyas coordonadas 
(z, y) satisfacen la ecuación (4). Pero, valiéndose de la fórmula (4), 
se” pueden construir diversas funciones uniformes (discontinuas) 
que satisfagan la ecuación (4). Por ejemplo. una función de este 
tipo es 


Límite de una función 


Un número A recibe el nombre de límite de la función f en el 
punto a, si dicha función está definida en cierto entorno de a, es decir 
Én cierto intervalo (c, d), donde e < a < d, a excepción, quizás, del 
mismo punto a, y si para todo e > Ô existe un ô > 0 (dependiente 
de e) tal que para todo r, para el cual 0< |z — a |< ô, tione 
lugar la desigualdad 


I1()—A1<e 


El hecho de que A es el límite de f en el punto a suelo escribirse de la 
manera siguiente: 
lím f(x) =4, o bien fiz) A (2>4). 

Una definición más del límite de la función en un punto puedo 
onunciarse en términos de los Jímites de las sucesiones. 

El número A se denomina límite de la función en el punto a, si 
dicha función está definida en cierto entorno del punto a, excepto, 
quizas, el propio punto a, y si el límite de la sucesión {f (zn)) existo 
y es igual a A, cualquiera que sca la sucesión (2, ) convergente hacia 
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a y tal que z„ 3% a para todo n. De este modo, 
lim f (2,)=4. 


Al igual que en los otros casos semejantes, aquí se admite sin 
ninguna duda que la variable z, que tiende hacia a recorre los valores, 
para los cuales f (z) queda definida. 

Las definiciones enunciadas son equivalentes. En efecto, suponga- 
mos quo la función f tiene un límite en el sentido de la primera defi- 
nición y sea z, una variable que es distinta de a con n cualquiera y 
quo tiende hacia a. Profijomos e y elijamos $ tal como so indica en 
la primera definición. Luego seleccionemos m natural de una manera 
tal que sea | x, — a |< ò para n > ny. Pero, en este caso, 


Ifa) A <e para n> no 


lo que significa que la sucesión do números {/ (2,)) tiende hacia A, 
y, como esta propiedad es verídica para cualquier sucesión (x,) (que 
tiende hacia a) con tal de que sea x, 2 a y todos los z, pertenezcan 
al dominio de definición de la función, entonces queda, pues, demos- 
trado que de la primera definición del límite se deduce la segunda. 

Viceversa, supongamos que la función f (z) tieno un límite en el 
sentido de Ja segunda definición. Admitamos, además, que en esto 
caso ella no tiene límite en el sentido de la primera definición. Esto 
es indicio de que existe por Jo menos un solo r, el cual se designará 
mediante to, para el cnal no se elegir & requerido, es decir, 
para cualguier $ entre los z que satisfacen las correlaciones 0 < 
< |z — a | <ô dobe existir aunque sea un único z = 7® tal que 
para él |f Ò — A |> to 

A tátulo do 6 tomamos todos los números del tipo d =1/k (k = 
= 4,2... .) y para cada uno de ellos encontramos un punto z} = z0) 
tal que 


O< |r a| < ik (zy a) 
y 
IF (m)-41<t (k=1,2...). 


=> a (za a). mientras que 
Í (21) no tiende a ciencia cierta hacia el número A. Do este modo, la 
admisión de que de la segunda definición del límite no se deduce la 
primera conduce a una contradicción, 

La equivalencia de dos definiciones está demostrada. 

La expresión el límite de una función en el punto a so sustituye 
a menudo por la otra el límite de una función para x que tiende hacia a, 
o, más brevemento, el límite de una función para z — a. En cualquier 
caso esta expresión corresponde más al espíritu del concepto de 


límite, porque la expresión lím ý (z) caracteriza el comportamientó 


De estas relaciones se ve qu 
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de la función en un entorno pequeño del punto a, del cual el propio 
punto a está extraído, Dicha expresión muestra que si z se aproxima 
hacia a de acuerdo con una Jey cualquiera, quedando siempro distinto 
de a, entonces el valor correspondiente de f (x) se aproxima, a su voz, 
hacia A, es decir, so hace tan cercano a A como 


quier 
EsumbLo + Analicemos una función f(z) = (a° — 4)/(0 — 2). 
Está dofinida para todo z +2, Trataremos de encontrar su límite 


Pe 


para 22. Se tiono, para cualquier z 2, =3+2 y, 


como, al definir el límite para x — 2, de ningún modo se toman en 
consideración los valores de la función / en el punto z = 2, entonces 


lim E = lim (+2). 


Esta igualdad está escrila por ahora en el no de los 
límites existe, tiene lugar también el segundo y es, además, igual al 
primer límite. De este modo, en lugar de calcular el límite de una 
función más compleja (3? — 4)/(r — 2), resulta suficiente calcular 
el límite de la función más simple z + 2. Es obvio que esto último 
límite os igual a 4 para z— 2. En efecto, si en z + 2 sustituimos z 
por una variable arbitraria x, que tiende hacia 2, entonces 


lím (2, +2) =242=4, 


no importa que sea el modo de que z, tienda a 2. 
Los cálculos, relacionados con la búsqueda del límite dado, so 
realizan, corrientemente, de la manera siguiente: 


lim(2+2)=límx+2=4. 
22 x-a 

Subrayemos que las funciones / (2) = (2* — 4)(2 — 2) y q (1) = 
=z + 2 son diferentes. La primera de ellas está definida para 
z2, mientras que la segunda está definida para cualquier z. 
No obstante, al calcular el límite de las funciones para z —» 2, no nos 
importa si dichas funciones están definidas o no en el mismo punto 
z= 2, y, como f (z) = q (z) para z #2, resulta 

ím f (2)= lim g (2) =¢ (2) 


rsembro 2 Es obvio que lim zè = 1, porque si za — 1,2, 1, 


en 
entonces lim% = lim z,:lim za = 1-1 = 1. Este hecho puede 
demostrarse también en el lenguaje de e y 6. Dofinamos un intervalo 
cualquiera que contenga el punto 1, por ejemplo, (1/2, 3/2). Para 
todo z pertenecionte a este intervalo se verifica, evidentemente, la 
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desigualdad 
¡21 |=[(2+1112-11<F 12-11 
Prefijemos dhora arbitrariamente e >Ú y pongamos ô = 
= mía, 4e} En este caso para todo z, qué satisface la de- 
sigualdad |z — í |< 5, tendrá lugar la relación 
l4-11<h-Le=s, 


wempLo s. La función sen (1/2) está definida para todos los valores 
de z æ 0 y es impar (su gráfica para z > 0 se expone en la fig. 43). 
Está definida, por consiguiente, en wa entorno del punto z =0, 
a excepción dol mismo punto z = 0. Esta función no tiene límil 
para +—0, porque la sucesión de 
valores ty 2in (2k + 1) ik = 
= 0,4,2... distintos de cero, 
tiende a cero y al mismo tiempo 

F(a) = (1 

no tiende, para k— œ, a ningú 
limite. 

Introduzcamos wna definición 
más. Escribiremos 


Aslim] (z) 


y diremos que el múmero A es un Fig. 13 
limite de la función f (x) (cuando z 
tiende al infinito), si f está definida para todos los z quo satisfacen 
la desigualdad |z }> K, para cierto K >O, y para cualquier 
e > O se puede encontrar un número M > K tal que | f (z) — A | < 
<e, cualquiera que sea z que satisfaga la designaldad |x | > M. 
~ Se puedo demostrar que esta definición es equivalento a la que 
siguo, 

El número A es un limite de la función f (z) para z— co, si la 
función f (z) está definida para todos los z con |z |> M, para 
cierto M, y 


lím f(z) =A 


para cualqulor sucesión fä} qua converge hacia oo: 

La demostración de la equivalencia para ostas dos definiciones 
mencionadas se realiza siguiendo el mismo esquema que se ha utiliza- 
e p al os analizado anteriormente de un límite de f en el punto 
inito a. 
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En general, muchas propiedades de los límites de j (x) para 
2 a, donde a es un número finito, y para z > co son análogas. 
Podemos enunciar estas propiedades de tal modo único que la 
enunciación será válida simultáneamente tanto para el caso en que 
æ —» a, donde a es un número finito, como para el caso en que z — 00. 
Con este fin por letra a se debe entender o bien un número (finito), 
o bien el símbolo co. Si a es un número, por entorno del punto a se 
entenderá cualquier intervalo (c, d) que comprende el punto a. 
De este modo, el entorno del punto (finito) a es un conjunto de todos 
los puntos z que satisfacen las desigualdades c < x < d. Si a = 00 
(o bien +00, o bien —00), por entorno a se extenderá un conjunto de 
todos los z que satisfacen la desigualdad 


lz |>M (62>M, o bien -<—M, M>0). 
Escribiremos 


lim f(2)=A, 


donde a puede ser un número finito o bien co (o bien +o, o bien 
—o00), función f (x) está definida en cierto entorno do a, excepto, 
quizás, el propio punto a (esta especificación es necesaria sólo en el 
caso en que a es un punto finito) y si para cualquier e > 0 existe tal 
entorno del punto a que para todos los z, pertenecientes a dicho 
entorno y distintos de a, se verifica la desigualdad 


116)—A|<e. 


Esta definición reúne. evidentemente, ambos casos analizados 
más arriba para el límite de f: cuando z tiende hacia un número 
finito a y cuando z tiendo hacia oo, «+00, —oo. 

La función f, para la cual lím f (2) = 0, recibe el nombre de 


infinitésimo para z~» a. 
Procedamos a exponer las propiedades de la función f (2) que 
tiene límites cuando 2=» a, dondo a es un número, o bien 00, +00, 
—co. Convengamos en designar un entorno arbitrario de a con el 
símbolo U (a). Es fácil comprobar que la intersección de dos entornos 
U, (a) y Us (a) es, nuevamente, cierto entorno U (a). 
TEOREMA 4. Si lim /(2) =A, donde A es un número finito, 


entonces en cierto entorno U (a) la función f (x) está acotada, es decir, 
existe tal número positivo M qué 


1$(2) 1<M_ para cualquier € U(a), za. 


Demostración. Dela hipótesis del teorema se deduce la existencia 
de tal entorno U (a) que 


1>1/0—-A1>1/() 1-14 1 EEU (0), ra. 
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De aqui, para los z mencionados 
HILIAA 
donde se debe considerar Y = 1 + |A |. El teorema está demostra- 
do. 


mzonewa e St lím f(z) = A y A 0 esun número finito. existe 
un entorno U (a) tal que 
116) 1>/4 V2 (z€U (a), za). 
Más aún, para los x indicados 
I>A, si A>0, 


1) <A/2, si A<0 

Demostración. De la hipótesis del teorema provieno la existencia 
de tal entorno U (a) para + = | 4 '2que 

14 12>/4—f()1>14 l l)! (EU (a) ra), 
do donde |f (x) |> | A V2 para los z indicados. La primera de las 
desigualdades citadas puede snstituirse poe las siguientes: 

lA La! 
a <lo<a+riA,. 
De aquí se infiere para A > 0: 
La! 


Lal ita, 
y para A <0 proviene que 
Ma<arH=t, 


lo que se trataba de demostrar. 
TEOREMA 3. Si 


lim/,(2)=4p  limfa(2)=42 


y en cierto entorno U (a), z + a, se verifica 
ASh e) 


entonces A, < Ar 
Demostración, Sea x, — a, z, + a; entonces para ny suficiente- 
mente grande tiene Jugar la desigualdad 
hi (a) Shan) (>n) 


y, pasando al límite, la desigualdad 4, < Ay. 
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TEOREMA 4 Si 


límfi(z)=4, lím f, (2) =4 (5 
y sobre cierto entorno U (a), z + (a), 
AAS P) < fa (2) a) 
entonces 
limp(7)=4. (5) 


Demostración. Supongamos que za > a, Za 7 a; ONtonces, con no 
suficientemente grande tenemos, para n >ne: 


Pr (En) < P nS fa Cn) 


y, en virtud de (1), oxiste un limite de q(z, ) igual a A, y, como 
arbitraria que converge hacia a, resulta válida 


TEOREMA 3 (CRITERIO DE CAUCHY PARA LA EXISTENCIA DEL LIMITE). 
Para que exista el límite (finito) Vian f (0), es necesario y suficiente 


que la función f (z) esté definida en un entorno de a, excepto, quizás, 
el propio punto a, y que para todo e> O eriste un entorno Ù (a) tal 
que se verifique 
Ee 
cualesquiera que sean los puntos z’, "EU (a), x’. 2° + a. 
Demostración. Ses lím f (z) = A, doude A es un número finito; en este caso 


existe un entorno de a, donde f (z) ostá definida, a excepción, quizás, del wismo 
punto a, Además, para cualquier e > 0 se encontrará un entorno // (a) tal que 
MEU) 20. ve tine 1/() — A |< w2 Supongamos que 2, 1 € 
EU (a) y z, z" sá a; entonces 


HEEN LIA HA <A Re 


y hemos llegado, pues, a que la condición del teorema es necesaria. 
Demostremós la suficiencia do la condición citada. Supongamos que Ja 
función / (z) está dofinida en cierto entorno de a,-excepto, quizás, el mismo 
punto a, y que, adcinás, para cualquier e > 0 podemos indicar tal entorno U (a) 
pe LO cl EII e, cualesquiera que sean z’, ar €U (0), 7 5 
Irefijemos una sucesión arbitraria (za), zp 22 (n = 1, 2, . . -) que tien 
hacía a, Éntonces, de acuerdo con el criterio de Cauchy, para una sucesión que 
tionde hacia un límite se encontrará tal número ne que con n, m > ny tendre- 
MOS zn, žm € U (a). Pero, en oste caso 
IHDA Eme (n, m > n), 
por lo cual la sucesión (f (=,)) satisface el criterió de Cauchy y, consecuonte 
mente, tiene un limite, a 
Hemos demostrado la siguiente propiedad de la función en consideración f: 
para cualquier sucesión de números zy convergente hacia a (zy % a) existe 
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líta f (æn). Do esta propiedad proviene automáticamente que los límites 
lim (en) Correspondientes u las diferentes sucesiones Convergentes bacia a, 


son iguales entre sí. Peru, en tal caso existe lim f (z). Efectivamente, supongamos 


page anag sí oí e (o = uiy) Entonces, de acuerdo con lo 
lomostrado más arriba, existen unos mimeros A y 4” tales que / (7) = 4, y 
la 


f (cp) — A. Formemos una sucesión mueva: (zi, Xi, ža, 2% Za 
lostrado, 


Succión converge al número a. De conformidad con lo que horos y 
debe tan n converger hacia cierto número la sucerión correspondiente 
(f (z1), 7 izi), f (£a) $, (20); - - -). Pero esto es factiblo sólo cuando A =4'. 
je este modo, A = A’. teorema está demostrado. 
Teorema n Sea 
mf()=4, lime(z)= 


donde A y B son los números finitos. En este caso 
lím [/() +4 (z) >At B, lm [/(2) (21 AB 


yy a condición de que B #0, 


lin A 
ro de 


Demostromos, como un ejemplo, la segunda igualdad. Suponga- 
mos que x, —> a. r, a (n = 1, 2, . . .); entonces 


limf (z) = A, lín g (24) = B, 


y al recordar que el límite de un producto de dos variables que reco- 
ron las sucesiones es igual al producto de sus límites, Lonemos: 


lím If (2n) 4 (2a)1 = lím / (za) lím q (zp) = AB. 


Esta igualdad está demostrada para cualquier variable 2, — 4, 
Za a, razón por la cual Jim |f (x) q (Ol = AB. 


7 (x) = 00, siempre que la función 


Según la defi 


ón, 1 
1 (æ) queda definida en ciorto entorno de a. excepto, quizás, el 
mismo punto a. y si para todo númera positivo M existe tal entorno 
U (a) del punto a que 


110 >M (-€U (a), 2%a). 


n, para la cual lim f(z) = 00, recibe el nombre de 


Una fun 


infinitamente grande cuando 2 > a. 
Si lím / (1) = oo y si en cierto entorno del punto a la función 


10 >Ü" (()<0, respectivamente), se escribo, ademós, 
lim f (e) = +œ (lím f (x) —oo, respectivamente) 


=" Es fácil demostrar los siguientes teoremas, 
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+EoREMA >. Si una función f (z) satisface en cierto entorno de a la: 
desigualdad 
160 1>M>0. 
y para la función y (x) tiene lugar 
limp(2)=0 (p(2)%0 para +0), 


entonces 
E 
a CS 
amonema a Si lím f(z) = A, Vim q (2) = œ {A esun número), 
entonces ` T3 
tim _ 
Pob ad 


conoranio. Si y (x) — Ô (22, q (2) 20), se tiene 


mi = 
aae P 


y si q (>< (e—a, q (x) 0). entonces 
4 1 
limga’ 
So puedo definir, además, el límito de una fun 
(finito) a por la derecha (por la izquierda). 
Según la definición, el número A se llama límite de una Junción f 


en el punto a por la derecha (por la izquierda), si dicha función está 
definida en cierto semizintervalo (a. b] (lb, a)) y si para ell iste 


lim f (za) =A (lim f (z,)= A, respectivamente), 
n>a papas 


4 en el punto 


cualquiera que sea la sucesión mencionada {zn}. 
El límite por la derecha (por la izquierda) de 
punto a se denota del modo siguiente: 


función / en el 


1(a +0) = lim f(z), (4) 
1(a—0)=lim (2). 6) 


Si f está definida en el intervalo (a, b). en el punto a puedo toner 
sentido sólo el número f (a + 0), y en el punto b, sólo el número 


{è — 0). 
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Observación. Las igualdades 


fla+W=/(a0—0)=A4 0) 
son equivalentes a la existencia del límite 
Jim f) = A. Mm 


En efecto, (6) puede expresarse dol modo siguiente: Ve > Ò, 
D3>0 1/4 |<e Vi 0<|z—a1<ó, r>a; 
11) -4 jce, Ve: 0< 12—a]<b, z< a. Pero, lo mismo 
puede expresarse en la forma más breve: Ve>0, 36>0: 
lf()—4[<e Va 0<|z—aj<ó lo que es equivalente 
a (1). 
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En la fig. 14 está expuesta la gráfica de una función y = f (2) 
(a<z <b). Es natural que la llamemos gráfica continua. pues 
Puedo ser trazada por un movimiento de un lápiz sin apartarla del 


0 ty aa b E 
Fig. 14 Fig. 15 


papol en el que se dibuja la gráfica. Prefijemos un punto (número) 
arbitrario z € la, bl. El otro punto z' € la, bl, cercano do z, puedo 
ser escrito así: z’ = z + Az, donde Az es un número positivo o 
negativo, llamado incremento de z. La diferencia 


Af = dy = f (z + åz) — į (2) 


lova el nombre de incremento de la función f en el punto z, corres- 
pondiente al incremento Az. So tione en cuenta aquí tal Az que 
z+ Ar € la, bl. En la fig. 14 Ay es igual a la longitud del seg- 
mento BC. 

Hagamos tender Ax hacia cero: es evidente en este caso que para 
la fanción en consideración Ay también va a tender hacia cero: 


ay>0 (420). a 
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Veamos ahora la gráfica expuesta on la fig. 15, Está compuesta 
jor dos trozos continuos PA y QR. Sin embargo dichos Lrozos no están 
nidos de manera continua, por lo cual será natural llamar la gráfica 
«continna. Para conseguir que la gráfica exprese una función uni- 
amos en considerar que 
F (22) es igual a Ja longitud del Segmento que une A y zg; con esto 
fin el punto A está marcado en la gráfica por wn círenlo, mientras que 
el punto Q tiene dibujada una flecha que sirve de indicio de que Q 
no pertenece a la gráfica. Si el punto Q hubiera pertenecido a la grá- 
fica, la función F habría sido biforme en el punto a. 
Comuniquemos ahora a za un incremento Az, y dleterminemos el 
incremento correspondiente “de la función: 


AF = F (ze + 52) — F (20). 


Al hacer tender Az a cero, ya no podemos decir que AF tenderá 
en este caso a cero. Para Az, negativos que Lienden a cero esta afirma- 
ción queda vigente. poro para Az, positivos no será asi: el dibujo 
nos muestra que si Az, tiende a cero, quedando siempre positivo, el 
incremento correspondiente AF tiende al mismo tiempo a un número 
positivo igual a la longitud del segmento AQ 

"Teniendo presentes los razonamientos aducidos, llamaremos 
continua en el punto x del segmento la, bl, a la función j, definida en 
dicho segmento. si su incremento en este punto, correspondiente al 
incremento Ax, tiende hacia cero, no importa el modo de que liende a 
cero Az. La enunciación citada (propiedad de continuidad de f en x) 
se anota en forma de la relación (1) o bien de otra manera má 


d 
formo y = F (z) en ol punto za, conven 


lím Ay = 

axsa 
La inseripción (2) se leo así; el límite de Ay os igual a vero cuando 
Ax tiende a coro según una ley cualquiera. La expresión «según una 
ley cualquiera» se omite corrientomente sin dejar de sobreentenderla. 

Si la función f, definida en lu, bl, no es continua en el punto 
æ € la. bl, es decir, si para dicha función no se cumple la condición 
(2), aunque sea para mn único modo de que Az tienda a cero, se 
llamará discontinua en el punto z. 

La función oxpuesta en la fig. 14 es continua en cualquior punto 
x€la, bl, y la quo está expuesta en la fig. 15 cs, evidentemente, 
continua en cualquier punto x € la, bl, a excepción del punto Zo, 
porque para este último punto la relación (2) no se cumplo cuando 
Ax—= 0 quedando siempre positivo. 

Una función continua en todo punto del segmento (intervalo) se 
denomina continua en dicho segmento (intervalo). 

Toda función continua expresa matemáticamente una propiedad 
que se trata a menudo en la práctica consistente en que a un incre- 
mento pequeño de la variable independiente le corresponde un incre- 


(2) 
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mento, también pequeño, de la variable (función) que depende de la 
primera. Como excelentes ejemplos de una función continua pueden. 
servir diferentes leyes de movimiento de los cuerpos $ = f (1), que 
expresan la dependencia del camino s. recorrido por ui cuerpo, del 
tiempo +. El tiempo y el espacio son continuos, con la particularidad 
de que una u otra Jey de movimiento s = } (t) establece entro ellos. 
cierta relación contínua que se caracteriza por cl hecho de que a un 
incremento pequeño del tiempo le corresponde un incremento pequeño 
del camino, 

A la abstracción de la continuidad un ser humano ha llegado 
observando los así llumados medios continuos que le rodeaban: 
sólidos, líquidos o gaseosos, por ejemplo, los metales, el agua o cl 
aire. En realidad, todo medio físico representa en sí una acumulación 
dol gran número de partíenlas móviles separadas wna de la otra. 
Sin embargo. las partículas citadas y las distancias entre ellas som 
tan pequeñas en comparación con los volúmones de los medios que se 
tratan en los fenómenos físicos mucroscópicos que muchos de tales 
fenómenos pueden perfectamente estudiarse, si se considera aproxi- 
madamente que la masa del medio que se estudia está distribuida en 
el espacio ocnpado por ella sin claros algunos, En la supos 
esta índole se basan varias asignaturas físicas. por ej 
hidrodinámica, la aerodinámica, la teoría de elasticidad. La 
matemática de continuidad desempeña, naturalmente, en estas 
asignaturas, al igual que en varias otras, un papel considerable, 

Las funciones continuas forman una clase fundamental de las 
funciones que son tratadas en el análisis matemático, 

A título de ejemplo de las funciones continuas pueden servir 
funciones elementales (véase más abajo en el $ 3.8). Son continuas en 
los intervalos de variación de x, donde están definidas, 

Las funciones discontínuas en las matomáticas reflejan los proce- 
sos que se realizan en la naturaleza en forma de saltos. Por ejemplo, 
al suceder un golpe, la velocidad del cuerpo varía a saltos. Muchos 
cambios cualitativos se acompañan de saltos. Por ejemplo, la do- 
pendencia Q = f (1) entre la temperatura de un gramo do agua (hielo) 
y la cantidad Q de calorías del calor que entraña cl agua, cuando £ 
varía entre —10" y +30° al tomar convencionalmente que para 
—40* la magnitwl de Q = Ô, se expresa mediante las siguientos 
fórmulas: 


OM +5. —M<1t<0, 
QO=1 1485, 0<1<0, 


Consideramos que la capacidad calorífica del hielo es igual a 0,5. 
Canto £ = 0, esta función resulta ser indeterminada, esto es, multi- 
Tormes para la mayor comodidad se puede convenir en que para t£ = 0 
dicha función toma un valor bien determinado, por ejemplo, / (0) = 
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¡ón do la continuidad de la función / en un 
punto. 

La función f (+) se denomina continua en el punto xo, si está definida 
en cierto entorno de este punto, incluso en el mismo punto zp, y sl su 
incremento en el punto citado, correspondiente al incremento del argu- 
mento Ax, tiende hacia cero para Âr — Ù: 


Lim Ay= lim (f(z, +42) —/(20)]=0. (3) 


Si ponemos z = xp + Az, obtendremos la siguiente definición 
equivalente para la continuidad do f en xy: la función f es continua 
en el punlo Zo, si está definida en cierto entorno de 

dicho punto, Incluso en el mismo punto Zo, y si 
m j (x)= f (20) (4) 


o bien, además, en el lenguaje de x, 0: si para todo 
e >0 existe tal $ >0 que 


Hii l)e Ve lex. |<. 


La igualdad (4) puede anotarse, en adición, del 
modo siguiente: 


lím f(z)= f (lim 2). (4) 
pen ~azo 
Fig. 46 Dicha igualdad muestra que bajo el signo de una 
función continua se puede pasar al límite. 

EiempLo t. La constante y = C es una función continua en cual 
quier punto z. En efecto, al punto z le corresponde el valor de la 
función y = C, al punto z + Az corresponde el mismo valor 
vie tá Por esto, Ay = y (z + âx) — y (2) = C — C = 
=0, y 

Mm Ay=lím0=0. 
Axamo Ax=0 

Esempro 2. La función y = z es continua para cualquier valor de 
z, porque Ay = Az, y, por consiguiente, Ay —> Ô cuando Az— 0, 

Eempro 3. La función y = sen z os continua para cualquier 2. 
En efecto, 


| Ay |= [sen (z + Az) — sen z |=|2sen -7 cos (z+) |< 
< 2| sen (A2/2)]. 6) 
Pero, para cualquier œ tiene lugar la desigualdad 
[sng |< |a l. (6) 
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Si 0 < a < x/2, la validez de la desigualdad citada proviene de 
la fig. 17, donde está expuesta una circunferencia de radio 1 (el arco 
de longitud 2a es mayor que su cuerda cuya longitud es igual a 
2 son a). Para œ = 0 la desigualdad (5) se convierto en una igualdad, 
Si 0< | a |< 1/2, se tiene | son a | = sen |æ |< | a |. Por fin 
si | a | >a/2, entonces [sera | <1<w/2< |% |. De (5) se 
deduce, en virtud de (5): 


lävi <2|son F|<2 LEl 1821, 
es decir 


LAy I< | Az |. 
Pero, en este caso es evidente que 
lím Ay=0. 
30 

So puedo añadir que para todo 
e > 0 existe un 8> 0, a saber, ô =e 
tal que 

ldy|<e, Vaz [Az |<ô = e. 

Demos a conocer un teorema de importancia. 

TEOREMA 4. Si las funciones f y ọ son continuas en el punto z = a, 
serán también continuos en el mismo punto su suma, diferencta, producto 
y cociente (para q (a) = 0). 

Este teorema se deduce inmodiatamonte del teorema 6 del $ 3.2, 
si se tiene presente que en el caso dado 

1(0)=límf(=), plo) =limo(=). 

Resulta válido también el teorema importante sobre la conti- 
nuidad de una función de función (de una función compuesta). 

”roxema 2. Sean dadas una función f (u), continua en el punto 
u = A, y otra función u = q (2), continua en el punto z = a, y supon- 
gamos que p (a) = A. Entonces, una función compuesta F (2) = 
= f (q («)1 es continua en el punto z = a. 

Demostración. Observemos que de acuerdo con la definición de 
continuidad de la función f en el punto A podemos concluir que dicha 
función está definida en cierto entorno del punto citado. Por eso 


lím P(2)= lím Fo (2)1 = lim f (u) =1(4)=1 lo(a)1 = P (a). 


Aquí está introducida la sustitución u = q (z) y se ha tomado 
en consideración la continuidad de «q en el punto z= a: 
q (2) > (0) = A. 


mēnProa Una función 
P (x) = aga" +qri+... F ans 


TO 
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donde a, son unos coeficientes constantes, se denomina polinomio 
de n-ésimo grado. Es continua para z cualquiera. Efectivamente, 
para obtener P (z), es necesario realizar, partiendo de los números 
constantes dp, . . ., Un y de la función de z, un número finito de 
operaciones aritméticas de adición, sustracción y multiplicación. 
Pero, una constante es la función continna (véase el ejemplo 1), 
como también lo es la función y = z (véase el ejemplo 2), razón por 
la cual la continuidad de P (z) se desprende del teorema 1. 

zuempLo 5. La función y = Cos z es continua. Es una composición 
de dos funciones continuas: y = sen u, u = 3 —z 

remo 6. La función 


yaa, 2 da (k=0, +14, 52...) 


es continua para los z citados, porque (véase el teorema 1) es igual 

al cociente que se obtiene al dividir las funciones continuas, con la 

particularidad de que el divisor no es igual a coro (para los z indica- 
os) 


). 
EJEMPLO 7. La función 
y = son? zè 
es continua para z cualquiera, porque es una composición de las 
funciones continuas: y = u?, u = sen v, v = z? (véase el toorema 2). 
Eepo a. La función y = |z | es continua Yz, porque 


| åy |= |lz + år] lzi I<Siz+ âr r|m | Ar j0 
para Az- 0. 


viempro 9 Si una función f (z) es continua en el punto zo, tam- 
bién será continua en este punto la función |f (z) |. 

Esto so desprende del toorema 2 y del ejemplo 8, porque la función 
17 e ! es una Somrponlatán de dos funciones continuas: y = |u |, 
u= f (z) 9 

Ho aquí dos teoremas más que provienen directamente de los 
o “correspondientes 1 y 2 del $ 3.2 para el límite de una fun- 
ción. 

TEOREMA 3. Sij una función f es continua en el punto a, existe un 
entorno U (a) de este punto, en el cual f está acotada. 

TEOREMA 4. Si una función f es continua en el punto a y f (a) 40, 
entonces existe un entorno U (a) del punto a, en el cual 


14 (2) 1>1£(0) V2. 
Más aún, si f (a) > 0, se tiene 
il< ii) (<€U a) 


y si f (a) <0, entonces 
f) <i (a2 (EU (0). 
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$ 3.4. Discontinuidades 
de primera y segunda especies 


Por definición, la función f es continua en el punto z = a por la 
derecha (por la izquierda). si 


f(a) =f(a +0) (f(a) =/(a—0), respectivamente) 


(véase el fin del $ 3.2). 

La continuidad de f en el pupto a puede definirse también del 
modo siguiente: la función f es continua en el punto z = a, si está 
definida en cierto entorno de este punto, incluso en el propio punto 
z = a, y si existen los límites f (a -+ 0) y f (a — 0) tales que 


10 = f (@ + 0) = f (e — 0). a 


Si la función / os de tal género que para ella existen los limites 
J (a + 0), 7 (a 0) sin que se cumplan las igualdades (1), entonces, 
evidentemente, lerá discontinua (no continua) en el punto a. En 
esto caso suole decirse que la función / tiene en el punto a una discon- 
tinuidad de primera especie. 

En las figs, 18—23 so dan seis gráficas de las funciones que tienen 
en el punto a discontinuidades de La letra A denota 
el punto A = (a, f (a)) de la gráfica de las funciones, La flecha en 
un extremo del trozo de la curva significa que él punto terminal, en 
ol quo se ubica la flecha, está extraído. 
En las figs. 18—24 se exponen las gráficas de las funciones, para 
cuales todos los tres números / (a), / (a +0), 7 (a — 0) tienen 
sentido. En la fig. 18 tres números / (a), f (a +0), f (a — 0) son 
distintos dos a dos: la función no es sólo discontinua en a. 
también lo es por la derecha y por la izquierda. En la fig. 
función es continua en a por la izquiorda, pero discontinua por la 
derecha. En la fig. 21 se ve que f (a + 0) = 7 (a — 0) s+ 7 (a). En 
este caso dicen que la función / tieno en el punto a una discontinuidad 
evitable. pues se puede modificarla en el punto a, al poner f (a) = 
= f (a + 0) = f (a — 0), y la función se hará continua en esto 
punto. En la fig. 22 la función no está definida en el punto a. En 
lo fig. 23 la función tampoco está definida en el punto a, pero 
f(a + 0) = f (a — 0), por lo cual, si definimos f en el punto a 
adicionalmente, al ponor f (a) = f (a + 0) = f (a — 0), entoncos la 
función f se hará continua en el punto a. 

En los casos que se muestran en las figs. 22 y 23 la función f 
está definida en un entorno del punto, a excepción del mismo punto a. 
En tales casos se dice a menudo que la función f es discontinua en el 
Punto a, aunque l 
es la de cotejar f (a) con f (z) para z ubicados en las cercanías de a. 
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Si la función f está privada del límite derecho o del límite izquier- 
do en el punto a, o si no existo ni el límito derecho ni el izquierdo, o 
bien ambos límites citados son infinitos, suole decirse que la función 
tiene nna discontinuidad de segunda especie en. io punto. 
ErmMPLO 1. La función 


ere ( sont, 20, 
0 0 


está privada on ol punto z = 0 del límite derecho, al igual que del 
izquierdo (véase el ejemplo 3 del $ 3.2). Por consiguiente, tiene 
discontinuidad de segunda especie en el punto z = 0. 

zsempo 2.. La función 


1, =>0, 
signz 0, z=0, 
4, 2<0, 
es, evidentemente, continua para z +0, y en el punto z = 0 tiene 
una discontinuidad de primera especie. En este caso sign (0 + 0) = 
= 1, sign (0 — 0) =-—1 


erempLo 3. La función [z] —la parte entera de z— tiene, para 
=> 0, la gráfica expuesta en la fig. 26. Es continua para los z no 


$ 35. Discontinuidades de primera y segunda especies 85 


enteros, y si z es entero, entonces Iz + 0] = z = [z] y [z— 0] = 
x— 1, y, por consiguiente, la función tiene discontinuidad de 
primera especi 
Esemrzo 4. La función 


Aiz, 240, 
y=( 


es continua para z s 0. Los límites derecho e izquierdo en el punto 
æ = 0 son iguales al infinito, por lo cual en este punto la función 
tiene discontinuidad de segunda especie. En tal caso se dice también 
que la función tiene discontinuidad infi- 
nita en dicho punto. 

TEOREMA 1 Si la función f no decrece 
en el segmento la, bl, existen los límites 
fía +0) >f (a) y f(b — 0) < f ib). 

Demostración. De la hipótesis se des- 
prende que 


1) </ (b), Vz E€ la. b). 


os decir, f está acotada superiormente Fig. 24 

or el número / (b) en el semiintervalo 

Teb). Pero, en esto caso existe unn cota superior exacta ilo / on 
dicho semiintervalo: 


T 


tat a 


sup f(z) = M <f (b). 
aglo lo 
En virtud de la propicdad de la cota superior exacta, para cual- 
quier e >0 existo xp € la, b) tal que 


M — e <i (e) <M, e 
y, debido a que f no decroco, tiene hugar 
1) <f(), Va r<z<b. (3) 


De (2) y (3) proviene que 
M-e<[1(9<M, Ve 7<z<b, 

y homos, pues, demostrado que existe el límite izquierdo de f en el 
punto b: 

lim 1 (2) =/0—0)=M</( 

= 

Análogamente, al examinar la desigualdad f (a) < f (2) para 

Ela, bl, demostremos la existencia de 


1(04+0)= A A. 
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coroLamio. Si la función f no decrece en el segmento la, b], entonces 
en cualquier punto x € la, b) existe el límite derecho f (1 +0) > 
> 1 (x) y en cualquier punto x€ ġa, bl existe el límite izquierdo 
Íe = 0) <f) 

Efectivamente. paro los puntos y =a beste afirmación se he 
demostrado en el teorema 1. Sea z € (a, b). En los segmentos la, «cl 
y lz, b) la función f no decrece, por lo cual, de acuerdo con el teorema 1, 
existen los límites f(2—0), f(2+0) y f@—0) <f) s 
< f(e +0). 

En el caso dado resulta obvio que para que Ja función f sea con- 
tinua on el punto z, es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
{íz — 0) = / (z + 0). 

Si f œ — 0) < j (x + 0), la función f tiene en e) punto z una dis- 
continuidad de primera especie. 

TEOREMA 2. Un conjunto de puntos de discontinuidad de la funcion f, 
monótona en el segmento |a, b] es a lo sumo numerable. 


Demostración. Supongamos que la función / tieno más de un punto de dis- 
continuidad y sean z” y a” 127 < 2") dos puntos cualesquiera de ellos, Puesto que 


+0) int 
10+0= int 40, 


E=0= sup fh 
Yela”, a) 


se tieno 
16 +0<1("-0) 

y los intervalos del eje y (f (2 — 0), f (3 + 0), (1 (2 — 0), / (2 + 0) no 

se intersecan. 

A todo punto de discontinuidad z’ de la función / le corresponde el inter- 
valo $ (z — 0), / (2 + 0))- Elijamos dentro de dicho intervalo un punto racio- 
nal dy.. Toniondo presente lo dicho anteriormente, concluimos que a los dife- 
Fontes puntos de discontinuidad =” les corresponden distintos puntos œ,,. Mas, 
el conjunto dle todos los números racionales es nuruerable, Por eso el conjunto 
de todos Jos puntos *., al igual que el conjunto de todos los puntos z’ (puntos 
de discontinuidad de /), es a lo sumo mumerable. El teorema queda demostrado, 


$ 3.5. Funciones continuas awy 
en un segmento 


Una función / se denomina continua en el segmento la, b], si es 
contínua en todos los puntos del intervalo (a. b), es continua a la 
derecha en el punto a y es continua a la jaquiorda en el punto ù. 

Las funciones continuas en un segmento poseen toda una serio 
do propiedades notables las cuales vamos a exponer ahora mismo. 

Al principio enunciemos los teoremas que expresan dichas pro- 
piedades, expliquémoslos con ayuda de las gráficas y los ejemplos y 
después "demostrémoslos formalmente. 

TEOREMA 1. Si la función f es continua en el segmento la, bl, está 
acotada en éste, es decir, existe una constante K > Q tal que se verifica 


$ 25. Funciones continuas en un segmento E] 
la desigualdad 


11) 1<X, Vrela, bl. 


En la fig. 25 viene expresada la gráfica T de una función continua 
J en el segmento (a, bl. Existe, evidentemente, un número K > 0 
tal que T se encuentra más abajo que la recta y = K, pero por encima 
de la recta y = —K. En esto precisamente consiste el teorema 4. 

Ha de notarse que si una función es continua en el intervalo 
(a, b) o bien on el semi-intervalo [a, b) ó (a, b], entonces no está forzo- 
samente acotada en él. Por ejemplo, la función 1/x es continua en el 
semi-intervalo (0, 1], pero no está acotada en este último. 


T| ana $07 


Fig. 25 Fig. 26 


Si definimos adicionalmente esta función, poniendo f (0) = 0, 
sorá finita en cualquier punto del segmento 10, 4), quedando, sin 
embargo, no acotada en él. 

TEOREMA 2 (DE WEIBRSTRASS). Si la función f es continua en (a, bl, 
tiene en el mismo su mínimo y su máximo, es decir, existen tales puntos 
a, PE la, bl que f (a) < f (x) < f (B), cualquiera que se x € la, bl 
En otras palabras, 


mín f(z)= f (æ) máx f(z) = f (B). 
xele, 6] atta, b) 


Una función continua y = f (z), expuesta en la fig. 25, alcanza 
su mínimo sobre (a, b) en el punto z = æ y su máximo, en el punto 
z= p. En este caso ambos puntos a y È pertenecen al intervalo 
(a, b) (a, B € (a, b)). Una función continua y = f (z) expuesta en la 
fig. 26 alcanza su mínimo en el segmento (a, b], en su extremo izquier- 
do, y en cierto punto interior de esto segmento alcanza su máximo. 

Observación 1. Según el teorema 1, una función continua en el 
segmento [a, bÌ está acotada en él. Por consiguiente, existen las cotas 
finitas superior ¢ inferior exactas de f en este segmento: 


OS a 
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El teorema 2 afirma que dichas cotas en la, b] se alcanzan. es 
decir, aquí inf y sup pueden sustituirse por mín y máx (mínimo y 
máximo), respectivamente. 

Observación 2. La función y = z es continua en el intervalo (0, 1) 


y está acotada en éste; su cota superior sup x= 1 no se alcanza, 
atto, 1) 


o sea, no existo tal zp € (0, 1), para el cua) ésta función es igual a 1. 
De este modo, on el teorema 2 la condición de continuidad de f on 
un segmento cerrado (que contiene ambos extremos a y b del segmento) 
es esencial. 

Es ovidente que sup arctg z = 2/2. No obstante, no hay tal x 
on el rayo z >0, para el cual la función arcig z tome el valor 3/2 
y dicha función no alcanza su máximo en z > Ô. En el caso dado las 
condiciones del teorema no se cumplen: el dominio de definición 
de la función continua arctg z no está acotada. 

Si la función f es discontinua en [a, bl, no es obligatorio que ella 
alcance su cota superior exacta, Como ejemplo puedo servir una 
función 

r, 0<z<1/2, 
z) = 
Te (3: 1M<1<t. 


mronema 3. St la función f es continua en el segmento (a, b). mien- 
tras que los números j (a) y f (b) son distintos de cero y tienen signos 


Fig. 27 


ontrarios, entonces en el intervalo (a, b) hay por lo menos un punto c tal 
que f (c) = 0. 

Una función cuya gráfica T está expuesta en la fig. 27 satisface 
las condiciones del teorema 3. Es continua en la, bl y f (a) < 0, 
1 (b) > 0. Desde el punto de vista geométrico se ve que la gráfica de T 
debe cortar el eje z por lo menos en un punto c € (a, b). Esto precisa- 
mente afirma el teorema 3. 

coroLario. Si la función f es continua en la, b], f (a) = A, f (b) = 
= B (A + B) y C es un número arbitrario entre los números A y B, 
entonces en el intervalo (a, b) se encontrará por lo menos un punto c, 
para el cual f (c) = C. 
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Este corolario puede enunciarse- también del modo siguiente: 
una función continua en el segmento la, b] toma todos los valores inter- 
medios entre sus valores en los extremos del segmento la, b). 

Demostración. Definamos una función nueva F (2) = f (z) — C, 
donde C es una constante y representa un número que se encuentra 
entre A y B. Como f es continua en (a, b}, F será también una fun- 
ción continua en fa, b]. Es evidento, además, que F toma en los 
extremos del segmento [a, b] los valores do signos opuestos. Entonces, 
de acuerdo con el teorema 3, debo existir en (a, b) tal punto c que 
F (e) = 0, o bien f (e) — C = 0, es decir, f (c) = C, lo que se trataba 
de demostrar. 

rsempro 4 La ecuación z — cos z = 0 tiene una raíz en el inter- 
valo (0, n). 

En efecto, la función f (z) = £ — cos z es continua en el segmento 
[0, nl y en los extremos de éste toma los valores de signos opuestos: 
10, 1.f(M=2a+1 

lás abajo vienen las demostraciones formales de los teoremas 1—3. 

Demostración del teorema 1. Supongamos que f no está acotada 
en la, b). En esto caso para todo número natural n existe un punto 
2, Ela, b) tal que 


1E) >n (1=4,2,...) (00) 
La sucesión (z,) está acotada (la y b son los números finitos!) y 
se puede seleccionar en ella una subsucesión (2,,) que converja a 


cierto número œ € la, b) (véase el corolario del teorema 4 del $ 2.1). 
Mas en el punto æ la función f es continua (si a = a (a = b), en 
dicho punto f es continua a la derecha (a la izquierda)), por lo cual 


Lim f (zm) (2). e) 


La propiedad (2) contradice la propiedad (1). Por eso f puedo 
ser sólo acotada en la, b}. 

Demostración del teorema 2. En virtud del teoroma anterior, una 
función continua en (a, b] está acotada, por consiguiente, está acotada 
suporiormente por cierto número K 

Ha <K (z€ la, b)). 


Pero, en este caso existe una cota superior exacta de j en la, b} 
Ss =M. 3) 
a ki (2) (3) 


El número M posce la propiedad siguiente: para cualquior número 
natural » existo en la, b] un punto z, tal que 


M—i</(m)<M (M0=1,2..) 
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Por cuanto la sucesión {zn} pertenece a la, b), ella está acotada y por 
esta razón se puede formar en dicha sucesión una subsucesión (zp) 
que converja a cierto número f, el cual pertenece, a ciencia cierta, 
a fa, bl. Mas. la función f es continua en el punto B. vor lo enal 


Mm (2) =3 (0). 


Por otra parte, M — È <f (2) SM (k=4. 2...) y 
lim len) =M. 


Teniendo presente que f (zn,) puede tender sólo hacia un límite, 
resulta que M = f (B). De este modo, Ja cota superior (3) se alcanza 
en el punto $, es decir, como suele decirse, la función f alcanza en el 
punto f su máximo sobre el segmento la, b]. Hemos demostrado que 
existe un punto $ € (a, bl, para el cual 

máx f (2) == f (B). 

C A 

La demostración de la otra parte del teorema referente al mínimo 
es análoga, pero puede ser reducida a Ja demostración do la primera 
parte del teorema tomando en consideración que 

mín f(z)=— máx (—f(2)). 
e TO) 

Demostración del teorema 3. Designemos por ay el segmento 
la, bl. Dividamos o en dos partes iguales. Si on el centro de Go 
la función es nula, ol teorema quedará demostrado. Si no, una de 
las mitades de gą es tal que en sus extremos nuestra función toma los 
valores de signos opuestos. Designaremos precisamente esta mitad 
mediante o, y dividirómosla en dos partes iguales. Puede suceder que 
en el centro de o, nuestra función sea nula y en oste caso ol teorema 
quedará demostrado. Si no, designaremos mediante o, aquella de 
las mitades en cuyos extremos la función f toma los valores de signos 
opuestos, Razonando así por inducción, o bion tropezaremos, en 
alguna etapa de razonamientos, con un punto c € (a, b), para el cual 
$ (2) = 0, y el teorema quedará demostrado, o bien obtendremos una 
sucesión (infinita) de segmentos encajados uno en otro 0 > 0, > 
D04>..., en cada uno de los cuales f tiene valores de signos 
opuestos. Por consiguiente, existe un punto c, perteneciente a todos 
los dn, y, desde luego, a [a, b]. Es evidente que f (c) = 0, porque si 
admitimos, por ejemplo, que f (e) >0, se encontraría tal entorno 
U (c) del punto e que para todos los z de la, b), pertenecientes a U (c), 
Ja función f (c) sería positiva, lo que es imposible, dado que, siendo n 
suficientemente grande, el segmento 0, = U (e), y f no conserva su 
signo en dp. El teorema está demostrado. 
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$ 3.6. Función inversa continua 


Analicemos una función continua y = f (z) que es estrictamente 
creciente en el segmento [a. b] (fig. 28). Sea 


1(0)=a, J(0)=b. 


La gráfica de esta función es una curva continua, La gráfica 
muestra que si z crece continuamente desde a hasta b, entonces y 
crece también continuamente de a a $, 
recorriendo una sola vez todos los valo- 
res en el segmento la, B]. Pero, en este 
caso, a todo valor de y Ela, A le 
corresponde un único valor de z € la, bl 
tal que y = f (z). Con esto queda definida 
en el segmento (a, $) una función 


2=8 (1, yEla, fl, 


Mamada inversa de la función y = f (2). 
Es evidente que la función z = g (y) Fig. 28 

es estrictamente creciente 3a ol segmento 

la, P) y aplica dicho segmento sobre (a, b]; se cumplen las identidades 


flew) =y, Yy Ela, Pl, 
gif =z, VzEla, bl. 


La gráfica de la función z = g (y) puede obtenerse girando al 
ángulo de 180° el plano en consideración alrededor do la bisectriz del 
primer ángulo coordenado del sistema z, y. Como resultado de rota- 
ción, la gráfica queda continua y esto cs indicio de que la función 
x= g (y) es continua en [a, fl 

De este modo, haciendo uso de los razonamientos gcométricos, 
hemos establecido la validoz del teoroma siguiente. 

TEOREMA 1. Supongamos que la función f es continua en el segmento 
la, b], crece estrictamente en dicho segmento y, además, œ = f (a), 
OS 

En este caso: 1) la imagen del segmento la, b) creada con ayuda de f 
es el segmento la, B], 2) existe una función z = y (y), inversa de f, 
que es uniforme, estrictamente creciente y continua en la, Bl. 

La demostración formal del teorema 1 se basa en el siguiente 
lema. 

LEMA 1. Supongamos que una función estrictamente creciente y = 
= f (z) aplica el segmento [a, bl sobre el segmento lu, fl, es decir, 
f (la, bl) = la. Pl. Entonces, j es continua en la, b). 

y Demostración. Profijemos un punto arbitrario zp, perteneciente 
por el momento al intervalo (a, b) (a < ze < b). Debido a que f 
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es estrictamente creciente, el punto correspondiente yo = f (29) 
portenecerá al intervalo (a, P) (4 < yo < B). 

Elijamos + >Ú tan pequeño que a<Yy—*<Y<Y+ 
+e < f). Por condición, existen Lales puntos x,, Tẹ € (a, b) (2, < 
< 1 < Ta) que ya — e (ej), Yo + € = f (22). 

Ll intervalo (x,. 74) puede considerarse como un entorno del punto 
Zo (Za E (21, 22) 

A consecuencia de que f es creciente, para x € (2,, z4) tendremos 
Yo — e< Í (2) < Ya + e. o bien |f (2) — yo |< e, o sea, 

1E E)K e 


con lo que queda demostrada la continuidad de la función f en el 
punto 24 
Si s; = b, so demuestra por analogía la continuidad 
unilateral de la función f. 
Demostración del teorema 1. Supongamos que Y = f (la, b)) os 
la imagen de la, bl creada con ayuda de /. Por cuanto a == f (a), $ = 
= f (b) y f crece, entonces a <$ f (2) < B, Vz € la, b), de donde se 


deduce que 
Yc la, Bl. a) 
Por otra parte, si y es un punto arbitrario del segmento la, Bl. por- 


tonece a Y en virtud del teorema 3, $ 3.5, sobre el valor intermedio 
de una Función continua, es decir, 


la, plc Y. (2) 
De (1) y (2) proviene la afirmación 1): 
Y = la, fl. 


Ahora, la afirmación 2) proviene del Jema 1, En cfecto, dado que f 
os estrictamente creciente, existe on Y = la, B] una función inversa 
estrictamente crociente g (y) quo aplica cl segmento [a, P] sobre el 
segmento la, b]. Pero on este caso, de acuerdo con el lema 1, la función 
g (y) es continua. El teorema está demostrado. 
Introduciendo cambios insignificantes en los razonamientos 
aducidos, se puedé demostrar el siguiente análogo del teorema 1. 
TEOREMA 1, Supongamos que f es una función continua y estricta- 
mente crece en (a, b) (o en la, b), o bien en (a, bl) y 
a f f) B= sup f(a). 
EA pm re 
Entonces, la imagen del intervalo (a, b) (la, b), (a, bl, respectiva- 
mente) será el intervalo (œ. B) (la, P), (a, Bl, respectivamente) y la 
función z = g (y), inversa de f. será uniforme, crece estrictamente, y 
continua en (a, B) (la, B), (œ, BI). 
Observación, Una función f (z), continua y estrictamente decre- 
ciente en [a, b} (en (a, b)) tiene su inversa también continua y estricta- 
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mente decreciente en [P, al, donde a = / (a), $ = f (b). Lo dicho 
so establece con facilidad, si analizamos la función —f (2) o la 
función f (—2). 

En cambio, si una función y = f (z), continua on la, b) no es 
estrictamente monótona en dicho segmento, se puede definir para 
ella una función inversa, pero ésta última ya será multiforme, por lo 
menos para ciertos y. 

empo. Una función 


y=senz, E(—o, 00), 


es continua, pero no monótona. El conjunto de sus valores y llena el 
segmonto [—4, 1]. A todo y de oste segmento le corresponde un número 
infinito de valores de z, para los cuales y = sen z. 

No obstante, por ejemplo, en el sogmonto [—1/2, a/2] la función 
y = sen z es continua y creco estrictamente tiene, una función inversa 
continua, la cual, como se sabe, se designa así: 


z=arseny (—1<y<1). 
$ 3.7. Continuidad uniforme 
de una función 


Supongamos que la función f es continua en el segmento la, b] 
(o en un intervalo, un semiintervalo). Entonces, para cada punto zo 
do este segmento (intervalo, semi 
tervalo) se encontrará, según un e >0 
prefijado, tal 6 > 0, que 


11) = F (2) 1<e, 
siempre que 
[zx 1<8, Ela, b) 
(6 (a,b), la, b), (a, dl). 


Siondo e constante, al cambiar 
zo el número $ varía, en el caso gone- 
ral, pues dopende no sólo de e, sino Fig. 29 
también de xy. Según se ve en la 
fig. 29, el número ô, válido para la gráfica de pendiente suave, 
puede resultar demasiado grande para otro trozo, de la gráfica que va 
hacia arriba bruscamente. Al tomar en consideración tal circuns- 
tencia, resulta natura) ologir aquellas funciones continuas, para las 
cuales puede indicarse, con dado e > 0, na número ô > Ô que sea 
apto para todos z pertenecientes al conjunto, donde viene dada la 
función, 

Empecemos con la definición. 


ES 
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perixiciÓN 4. La función f, definida en un conjunto X, se dice 
uniformemente continua en dicho conjunto, si para todo e > 0 existe 
tal 6 >0, dependiente sólo de e, que 


Iei 1<e 
Peg cualesquiera x', x” € X que satisfacen la desigualdad | z' -- x° | < 


És fácil vor que si una función es uniformemente continua en el 
conjunto X, con mayor razón será uniformemente continua en cual- 
quiera de sus subconjuntos X’ (X’ œ X). Lo reciproco no es cierto 
en el caso general. 

veorema 1. Si una función f está definida y es continua en el segmen- 
to la, bl, será en dicho segmento uniformemente continua. 

Demostración. Supongamos que la afirmación del teorema no es 
cierta. Entonces existe tal e > O que para cualquier ô > 0 hay un 
par de puntos z’, z” € la, b] que satisfacen la desigualdad |z — 
— a” |< ô, para los cuales 


Ie) iNe 


Elijamos una sucesión de números positivos de (n = 1 2,- -,) 
que tiende a coro. Para todo 6, existen unos puntos z, z} € la, ò 
tales que 

leh hln pero |f (55) — f (25) |> e. (0) 

Puesto que los puntos de Ja sucesión (25) pertenecen a la, b1, osta 
sucesión está acolada y, según el teorema de Bolzano —Wejerstrass, 
de esta so puede formar nna sucesión contenida (z,,) que convorja 
hacia cierto punto zo € la, bl. Por cuanto za, — 25, > 0, k — 00, 
la sucesión, contenida (x,,) también converge hacia el punto zo. 
Por condición, la función f es continua en la, b] y, consecuentemente, 
es continua on el punto zo. Desde luego, si zp = a o si za = b, se 
debe considorar que f es continua on z por la derecha o por la izquier- 
da, respectivamente. Por esta razón 


aene 0 


1 (zo). 


Después de pasar al límite en (1), para k-» co obtendremos 
e< lm 11615) 1=1 (916) D 


y hemos llegado a una contradicción: e < 0. 
Notemos que en (2) se ha aprovechado la continuidad de la 
función | u | (véase el $3.3, ejemplo 8). El teorema queda demostrado. 
enpro 4. La función 


y = sen (1/2) 
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es continua en el segmento [6, 1], Vô > 0, razón por la cual, en 
virtud del teorema 1, es uniformemente continua en este segmento. 

Por otra parte, en el semiintervalo (0, 1] dicha función, aunque 
es continua, no es uniformemente continua. Esto es indicio de que 
en el teorema 1 la exigencia de que la función continua sea dada en 
un segmento y no en un intervalo, es esencial. 

Cerciorémonos de que nuestra función no es uniformemente conti- 
mua en (0, 4). Los puntos za = gepa (E=0, £, 2, » .) perte- 
necen, ovidentemente, al semiintervalo (0, 1], y para ellos 


Ier) —1 (ex) = |sen HEFER — son L2GED 


—son 
=- (12 
Al prefijar e = 1, se encontrará, para cualquier $>0, tal £ que 
á 
lr <=, 


mientras que 


lar) $ (0) 1=2>e =1. 


De lo dicho se deduce que nuestra función no puede ser extendida 
al segmento [0, 1], definióndola adicionalmente en el punto z = 0 
de modo tal que clla sea continua cn [0, 1], porque en tal caso sería, 
de acuerdo con cl teorema 1, uniformemente continua en (0, 4] y, 
por consiguiente, también en (0, £l, lo que no puede toner lugar. 
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Las funciones C (una constante), 2", a”, loga z, Son £, COS T, 
tgx, Arcson z, Arccos z, Arctg z so llamarán funciones elementales 
más simples, 

Al aplicar a estas funciones las operaciones aritméticas o las 
operaciones de una función de función (superposiciones) en un núme- 
ro finito, obtendremos las nuevas funciones más complejas que se 
denominan funciones elementales. 

Por ejemplo, y = In (e + sen? z + 1) es una función elemental. 

Las funciones elementales se conocen por el curso de las matemáti- 
cas escolar. En aquel curso se prestaba gran atención a las propiedades 
de dichas funciones sin definirlas de modo estricto tomando en consi- 
deración la confianza en la intuición del alumno. 

Nos será provechoso prestar atención a estas cuestiones desde el 
punto de vista de Jos hechos gonerales del análisis matemático los 
cuales ahora ya sabemos. 

a) Función constante C. A cada número (punto) real z dicha 
función pone en correspondencia un mismo número C. La gráfica de 
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la función representa una recta, paralela al oje z, que dista de este 
eje a una magnitud |C | y pasa por encima de él, si C > 0, y por 
debajo, si C < 0. Es una función continua en todo el oje real (véase 
el $ 3.3, ejemplo 1). 

b) Función potencial z” (n es una constante). Cuando n €N es 
natural, dicha función está definida en todo el eje real. Para calcular- 
la (Htoóricamente¡) desarrollemos z en una fracción decimal (z = 

EA, % dy - . -) y multipliquemos esta fracción por sí misma n 
veces, aplicando cada voz la regla de multiplicación de las fracciones 
decimales (véase el $ 1.6 (11) y Ja regla do signos.) 

La función z" es continua, porque representa un producto de 
funciones continuas (y = z) tomadas en un número finito. Ella crece 
estrictamente en [0, 00) lo que se ve de las rolaciones 


EA (a oa +27) >0 


para z, < z}. Además, esta función tiende hacia +00, cuando z + 
> +o. En electo, si z >1, se tiene z" = lx > z (n > 1) y, 
para z= 00, 2» 00. 

Así pues, la función q (2) = z" (para n natu 
estrictamente en [0, œ) y para olla q (0) = 


escontinua, crece 

a e (0 
= +00, Pero, en virtud del teorema 4”, $ 3,6, la función y = z" 
aplica ol semiintervalo X (0, 00) sobre el semiintervalo Y = [0,00) 
y existe una función, inversa de y, uniformo continua y estrictamente 
creciente, Esta última función se designa así: 


z=ym= Vy (y>0 


y so Iama valor aritmético de la raíz de n-ésimo grado de y. 
Observemos que cuando y > 1 (n > 1), so tiene 


Vi>Vi=1 w 


Subrayemos que si a es un número arbitrario no negativo (0 < 
< a< co), entonces existe para él (en vista de lo dicho) un numero 
no negativo (y, además, único) b = aVn (valor aritmético de la raíz de 
n-ésimo grado de a) tal que $" = a. 

P Ape demostrado la existencia de la raíz de n-ésimo grado de a 
a > 0). 

a afirmación nos faltaba en el curso de las matemáticas esco- 
lar, ón el quese introducía la noción de una raíz de n-ésimo grado de a 
(a >0) y se estudiaban las propiedades de las raíces ésimo 
grado, pero no se demostraba que tales raíces existían: la existencia 
de ellas se suponía de por sí. 

Observemos que si n = 2% +1 es un número impar (k =0, 1, 2,...) 
la función y = z" será impar ((—2)* = —a2"). Es continua, crece, 
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ponte. de modo estricto en (—Jo, 00) y posee las propieda- 
es 
inf z"=—œ, sup z^= +o. 

site m) Pra 
Por ello, en virtud del teorema 1”, $ 3.6, la función y = z*®™! aplica 
(=co, 00) sobre (—co, co) y tiene on (—oo, 00) su inversa 

2=VY, yE(-0 0), n=2+1, 
que es continua y estrictamente creciente. 


La expresión / y para y > 0 se entiende como valor aritmético de 
la raíz de n-ósimo grado de y, es decir, como un número positivo 


Fig. 30 Fig. 31 


cuya n-ésima potencia es y. Si, en cambio, y < 0, entonces 
Vi=-—VIvT 
donde en el segundo miembro la raíz se entiende en el sentido del 
valor aritmético. 
Para n = 2k (k = 1, 2, ...) y = z" os una función continua 


par 
ar. Ella aplica el intervalo (—co, +00) sobre el semiintervalo 
[0, 00). Pero no es monótona en (—co, +00) y su función inversa 


os biforme: 
2==Vy 4>0. 


El valor y =0 es único, para ol cual la función es uniforme, 
En las figs, 30 y 31 vienen expresadas las gráficas de ciertas 
funciones z”, zm, 
En el curso de las matemáticas oscolar la función 2 so dofino 
también para n racionales. Sea p, q €N. Se supone para z> 0 


Pm yF 
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y se demuestra que 
2R = zI = (VF (2>0). 


Se supone también 
z- = 


y, además, 


Psi. 


Para cualquier z racional se demuestra la propiedad propia para 
una función potencial: 


(zy) = a"y" (z, y >0). 


Observemos que la función y = z”⁄ (p, q € N) es continua, crece 
do modo estricto en el semiintervalo {0, 00) y aplica [0, 00) sobre 
[0, co) (todas estas propiedades se establecen sin dificultades al 
nas), razón por la iene función inversa continua y estrict 
mente creciente, definida, evidentemente, por la igualdad 

r=y", 0<y<o 
En lo que se refiere a la función y = 2" (p, 
docir que decrece estrictamente, es continua en el intervalo (0, œ) 
y aplica (0, œ) sobre (0, œ). Por esta razón tiene en (0, 00) su 
función inversa, continua y estrictamente decreciente, que se define 
medianto la igualdad 


9 EN), podemos 


z=y9" (y>0. 


Es evidente que 
Mm 2-?/0=-+00, límy-UP=-+00. 
E E] 


Cualquier función potencial z" puede ser definida ( 
y también para z = 0, siempre que n > 0), además, pa 
nales, pero es mejor hacerlo con ayuda de la función exponencial a' 
(véase c) más abajo), 

Notomos que en los razonamientos aducidos nos han sido de 
interés sólo las raíces reales de la ecuación y = 2”. Pero, si buscára- 
mos las raíces complejas, se encontrarían m raíces distintas para 
cada y + 0 (véase más abajo el $ 

EJEMPLO 1. Probemos que 


lim /R=1. (2) 
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Efectivamente, en virtud de la fórmula para el hinomio de New- 
ton, para 4 > 0 tenemos 


(A= Anp aa.. Haa, 


Si en esta desigualdad ponemos à = }/7 — 1 (> 0 cuando n > 2, 
véase (1)), obtendremos 


n>1 4ta aya 
o bien 
2>(Y5-19>0 (>23. 


Al extraer la raíz cuadrada (¡en ol sentido del valor aritmético!), 

obtendremos, por ser la función Y Z estrictamente monótona: 
VM>YR—-1>0 
o bien 
VM+1>Yn2>1 (n>2) (8) 

Por fin, aprovechando la continuidad de la función VZ en el 
punto z = 0, realizado el paso al límito para n — co, de (3) obtondro- 
mos la igualdad (2) (véase ol teorema NN 

e) Función exponencial a* (a > 0, a + 1), En lo sucesivo los 
números racionales se designarán mediante las letras griegas a, P, y, 

, . Sen, por ahora, a> 1. 

Por el curso de las matemáticas escolar sabemos qué es a* para z 
racional (véase, además, b)). 

Sabemos, también por el mismo curso, que: 

) a% 

2) hr mE Sa 

$) ar < ab (a < Pp. a> 1), 

4i) (a0)? = aab, 

Agreguemos además 

5) 7 +00, Ap +00, a> i. 

Demostromos ahora mismo la propiedad 5,). Escribamos a en 
la forma siguiento: a = 1 +A (12 > 01). En esto caso 


a=(14+I9=1+m+...>1+m 


El segundo miembro de esta igualdad tiende al infinito cuando 
n= œœ, por consiguiente, tiende también al infinito el miembro 
primero. Luego, considerando que [an] es la parte entera de gna, 
tendremos 


ann > ale, 
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y si a, > +00, entonces lan] > +00, por consiguiente, alen) => 
> poo. Pero, en este caso 4%» 400. 
Sea z un número racional arbitrario. Demostromos que el mi- 
mero ax puede definirse como una cota superior ezacta 
sup aa? (O) 
a<z 
de los números a%, extendida a todos los mimeros racionales a < z. 
En efecto, a baso de 3,), 
e<a, Va<z, (5) 
es decir, so cumplo la primera propiedad de la cota suporior exacta. 
Por otro lado, formemos una sucesión estrictamente creciente de 
números racionales an que tiende hacia z(2,-»2). Para dicha 
sucesión atn -> a%, n=» co. Esta propiedad se demuestra más abajo 
(véase (8)). Por ello, para cualquier e > 0 se puede encontrar tal n 
que sea 


až — e< atn < a", (6) 


es decir, queda cumplida la segunda propiedad de la cota superio- 
exacta. De (5) y (6) se deduce (4). 

Sea ahora z un número arbitrario i 
natural superior a z (m > 2). Se veri 
igualdad 


cional y sea m un número 
evidentemente, la des- 


a <an 
a<z 
es decir, el conjunto de números a%, extendido a los números raciona- 
los œ < z, está acotado, Pero, en este caso existe una cota superior 
exacta de dicho conjunto 


sup at, 
aca 
Es un número bien determinado el cual se designará mediante a" 
a= sup as, 1d) 
ads 


Con osto queda definida la función a* para todos los z reales 
{z € (—00, œo)). Esta función se llama exponencial. 

“Así puos, la función a* se define como una cota superior exacta 
de los números a%, extendida a todos los números racionales a < z. 

Si z es racional, dicha definición coincide con la antigua (da un 
mismo, número), en cambio, si los z son irracionales, da los números 
muevos a”. 

Se puedo demostrar que la función a”, definida con ayuda de la 
igualdad (7), posee las siguientes propiedades importantes: 

1) =>0, 

2) afa» = aH, 
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3) a* < a (2 < y, a> 1), 

4) +1, z= 0, 

5) +00, z= oœ (a > 1), 

6) a70, z> —o (a > 1), 

7) a™ = (a7), 

Observemos que do las propiedades 2) y 4) so desprende la conti- 
nuidad do la función a* para todo valor de z, € (—00, 00): 

Jat — añ |= | a"s (a*-"9 — 1) | = a% Ja —11>0 (8) 

cuando z — zo — 0. 

En lo que sigue vamos a considerar que a> 1. 

Demostración de 1). Para cualquier z existe ay < z, por lo tanto 

0< a80 < sup aa = a7, es decir, 0 < aë. 


Demostracion de 2). Sea a < z y B < y, entonces u t B< -t y, Por 
la 


otra parte, sea y un número racional arbitrario que satisface lo desigualdad 
<rt (0) 
Probemos que y puede escríbirso en la forma 
y= atp, donde a <3, B< y- (10) 
De (0) so deduce que 
PI SSA 
Elijamos un æ racional, para el cual 
1y<a<s, an 
y pongamos 
Bora aa 
Entonces, de la primera desigualdad (11) se infiere; que 
B<v as 


D sdo; el conjunto de todas las sumas «+ P, donde a <{z, B< v, 
A A pa i o CENAR 


ta+b)= (v) 


asz vesty 
y 


Por eso 
= sup att sup (40) 
Been 
B<y B<y 


= sup a? sup amata 
aE pa 


(vénse el $ 2.8, problema 2). 
Demostración de 3). Supo: s que z < y y Pn, Pa son ciertos números 
racionales, para los cuales z < fi < Pa < y. En este caso 
TT TA 
a<z ah b<y 
y hemos demostrado que 


at < at. 
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Demostración de 4). Para un número natural » > a (a > 1) se tiene 
Sana > 1 


(vénse el ejemplo 1, p. b)) y hemos pues demostrado ahora que 
lim anet aa 
Profijemos ahora una sucesión arbitraria de números positivos z, < 1, que 
tienda a cero (zn = 0, za > 0). Sea kn = [1/xn] la parte entera de 1/2. Entonces, 
OLan <in y 
1 = at < a`n Q an. 
Por eso, en virtud de (14), 


lim at=, 


Por ser (zn), donde xn > 0, arbitraria, queda demostrado que existe un lmite 
jerecho 
lim at =t, as) 
Es 


pero, en este caso existe también el límite izquierdo 


(16) 


De (15) y (10) proviene que 
lim 01 
fgénse ol $ 3.2, (6), (T). Con ésto la propiedad 4) queda completamente demos- 
la). 


Jemostración do 5). Prefijemos un número M > 0 tan grande como se 
quiera. Existe un número racional a tal que sa > Af, por lo cual 


MKoa, Yi>a. 
Por consiguiente, a= — +o cuando z — +o. 
Demostración de 6)- 
1 1 E 
a A 


ant MUY 


de Demostración de 7). Observemos que con m natural tenemos, en virtud 
le 2): 


a IN ™)m=a 


Para un número racional & > 0 


E 
(0%) % =(0%) 
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Luego, si y es un número positivo arbitrario y dy == y, donde ap son los 
números racionales, entonces, por ser continua la función exponencial, tenemos 


azv = lim a TP im (0%) 7 = (ay 
» mo 


da demostrada para y > 0. 
NEO 


ul : 4 pu 
mi y. 
Si 0<a< 1, entonces so supone 


1 
e 

Las propiedades 1), 2), 4) quodan en esto caso en vigor. La propie- 
dad 3) tiene por expresión: a* > a (2 < y). 

La propiedad 5): a* 0, z +00. 

La propiedad 6) tione la forma: a"— +00, 200, 

d) Función log, z. Convengamos en considerar a > 1. Por cuanto 
la función y = a" os continua, crece ostrictamento en (—0o, 00) 
y aplica el intervalo (—0o, 20) sobre e intervalo (0, 00), entonces 
existe wma función inversa, tambión continua y estrictamente cre- 
ciento on (0, 02). La llaman logaritmo de y de base a y la designan 
así: 


z= loga y, yE(0 00). 
De lo dicho so sigue que (sustituimos y por z) 
im logaz = +o, lím loge z = —00. 
5i 


Cuando a < 4, los razonamientos son análogos. La función a* 
también aplica el eje real (—co, 00) sobre el semieje (0, co), siondo 
esta vez estrictamente decreciente. La función inversa log, 2, defini- 
da en (0, 00), será asimismo estrictamente decreciente y ahora 

lím logaz=—o0,  límlog,2=-+00. 

peres x20 

5 
Tienen Jugar las identidades (véase $ 3.6) 

aisa x = z (0< £ < +00), loga a = z (o <z<+00) (17) 


(a = 1). De aquí, on vista de las propiedades de la función a=, 
tenomos para z, y > 0: 


ACN o ry m a Ra ža Ea o glota THO 


loga (zy) = loga z + loga y. 
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Si en esta igualdad sustituimos z por z/y, obtendremos 
loga z — loga y = loga (2/y)» 
Luego (véase 7)), 
aSa m z? ma (00 "jem a0" (2 > 0), 
por lo cual 
loga z” = y logaz (%1, z> 0). (18) 


Por fin, observemos que para los números positivos a y b, distin- 
tos de 4, tione lugar 
alta t-loro e m (g'08a DIOR m glosa 


y, por consiguiente 
loga b logs a = 1. 
El logaritmo del número a con la base e se denomina logaritmo 
natural dol número a y se designa así: log, a = In a. 
e) Volvamos a examinar la función potencial 
y=, (<z<o. 


Habida cuenta de lo dicho anteriormente, podomos decir que 
esta función tiene sentido no sólo para n racionales, sino también 
para n irracionales. Se puedo escribirla (véanse (17) y (18)) así: 

„= , (19) 


de donde so ve quo es continua representando una superposición 
de las funciones continuas 

Cuando n >O, la función es estrictamente creciente y poseo 
las propiedades 


líma"=0, lím 2P=-+00. 
229 Pr 
5 
Para n > 0 es natural considerar que 0" = 0, entonces la fun- 
ción so hace continua por la derecha en el punto z = 0. 
Cuando n < 0, la función z" es continua, y decreceestrictamente 
en el semieje positivo y poseo las propiedades 


límz"=-+00, lím 2"=0. 
2-0 te 
350 
De la fórmula (19) se deduce una propiedad característica de la 


función potencial 
(zy) = eri = enin* euiny = ¿yn 


E y>0). 


$ 28, Funciones elementales 405 


1) Función y = u (2)"%. Supongamos que las funciones u (2) 
y v (z) están prefijadas en un entorno del punto a, a excepción, 
quizás, del mismo punto a, y que u (z) >0 y lím u (2) = A > 0, 


lím v (z) = B (A y B son los números finitos). En este caso 


Lim AS. (20) 


En efecto (véanse (17), (18), 
MG In ata 


lím u (z) = lim CIA oF à 


ama e 
adai, 
En la segunda igualdad de esta cadena se ha utilizado la continuidad 
de la función e*, y en la cuarta igualdad, la continuidad do la fun- 
ción ln z, 

Si u (2) y v (z) son continuas en el punto z = a, y u (a) >0, 
entonces, en cierto entorno de este punto u (z) > 0 (véase el $ 3.3, 
teorema 4) y A = u (a), B = v (a). Por ollo, en virtud de (20), 


lim u (2) ® = u (a) 6 


Men «(x) 
men a 


Demos a conocer algunos casos de interés (no previstos por la 
igualdad (20), cuando (para za, u>0) u= +00, v— 0; 
v= œo, u= 1; v= 0, u — 0. 

En los casos citados el teorema sobre ol límite de vln u no es 
válido. Sin disponer de la información exacta de cómo u y v tienden 
hacia los límites indicados resulta imposible dar de antemano la 
fórmula para lím u'. Para expresar u” en el entorno del punto 


a dichos casos ofrecen las indeterminaciones del tipo 00%, 1%, 09, 

g) Funciones trigonométricas sen z, cos z, tg z u otras. Dichas 
funciones son conocidas por el curso de trigonometría, donde se 
definen a partir do los razonamientos geométricos. Vamos a basarnos 
también en estas definicion 

Podríamos dar una definición analítica pura para las funciones 
trigonométricas, pero no lo haremos aquí. 

Observemos que la función y =senz es continua (véase 
el $ 3.3, ejemplo 3) y crece estrictamente en el segmento [—a/2, 1/2), 
aplicando este segmento sobre el segmento [—1, 1]. Pero, en tal 
caso tiene su inversa continua e uniforme 


z= arsen y, yEl—A, 1l. 


Sin embargo, la función y = sen z, analizada en todo eleje (—0o, 00), 
tiene su inversa multiforme e incluso de infinitos valores, a saber 
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Arcsen y, todos los valores de la cual se calculan según la fórmula 
== Aresen y =(—1)* aresen y + ka (k = 0. +1, +2, ...), (24) 


es decir, a cada y €l—4, 4] corresponde un conjunto de valores 
de z, determinados por la fórmula (24). 


Fig. 32 Fig. 33 


Anilogamonte, para las funciones 
y=c087, (<z<xa, 
Y=tgz, —2a/2<z<m2, 
sus funciones inversas serán 
z =arccos y, yEl—A, 1l, 
zæarctgy, y E(—00, co), 
y para las mismas funciones, analizadas en el oje real, las funciones 
inversas tendrán por expresión 
2 = Árecos y = E arccos y + 2kn, 
z=Arctgy=arcigy+ka (k =0, +1, +2, ...), 
respectivamente, 
b) Funciones biperbólicas. Las funciones 


se denominan seno, coseno, tangente y cotangente hiperbólicos, respecti- 
vamente. Dibujemos sus gráficas (figs. 32 y 33). Las funciones sh z, 
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ch z, th z están definidas en (—co, co), y cth z, en el mismo inter- 
valo, a excepción del punto z 

Es fácil comprobar que para estas funciones tienen lugar las 
fórmulas, análogas a las de la trigonometría corriente (pero no 
siempre coincidentes). Por ejemplo, 

sh (z + y) = sh z ch y + sh y ch z, 
ch (z + y) = ch z ch y + sh z sh y. 
Suponiendo en la última igualdad y = —z, obtendremos 
hz shr i. 

Notemos que todas las funciones examinadas aquí son' continuas 
en sus dominios de definición. Para sh z, th z existen las funciones 
inversas areseno hiperbólico z = Arsh y yarco tangente hiperbólico de 
z= Arth y, que son uniformes. La función inversa para ch z es 
también uniforme cuando z> 0. 


$ 3.9. Límites notables 


TEOREMA 1. 


Demostración. Por cuanto la función y = senz es continua, 
sen x=» sen O = O para z— 0. Por eso, la oxpresión 222 ropre- 
senta una indetorminación del tipo 
($) » Doterminemos el límito de esta 


indeterminación. Partiendo do las 

definiciones de funciones trigonomé- 

tricas y de los razonamientos goométri- y 
cos tenemos (fig. 34). 


0<snc<r<tgz 


siendo 0< z < x2 (MN = son z, 2 Y Y 
AM LOM, AM = tg z, OM 1). 
Compárense las áreas del triángulo Fig. 34 


l 
OMA, del sector OM1 y del triángulo 
OMA). De aquí, al dividir por senz>0, obtenemos 


<s 
Las desigualdades (1) son licitas también para —n/2 < z < 0, 
222 son pares. Ahora, la función 


<z o bien 1> >oosr. W 


puesto que las funciones cos x y 
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cos z es continua, por lo tanto 
lím cos z = cos 0 = 1, 
zo 


y, por consiguiente, pasando al límite en (1), en virtud del teorema 4 
del $ 3.2, obtenemos 


Mim 2254 
= 


TEOREMA 2 

lím (144 )" =e. (2) 

Demostración. En virtud do la definición de límito de una fun- 
ción hemos de probar que 


A Vo, o0. (3) 


Si zn = n es natural, la afirmación de que se trata ya está de- 
mostrada. Para demostrar (2), es suficiente convencerse de que (2) 
es verídica en dos casos: cuando z, — +œ y cuando Zn > —00, 
recorriendo los valores quo no sean obligatoriamente enteros (véase 
la observación al final del $ 3,2). 

Sea za una variable arbitraria quo tiende hacía +00 (z, > +00) 
y sea izn] = kn la pario entera del número zą. Entonces,  < 
SA Lkn HiS mn Hik +2 y 


Lant tyf 1 iyi 
(<< e i CES S 
Para z, — +00, [zn] = kn — +00, de lo que podemos concluir 
que el primero y el úl 10 términos de la cadena de desigualdades 
tienden hacía e. Por ello 


(1+ 


nt? 


A 
EN 


Y, Puesto que en este caso 1 -> , quiere decir que hemos 


demostrado (3) para p > +00. 
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Si, ahora, 7. >—00, entonces 2¿=—2p>+00 y 


y (12) pm, a- 


(0) a) 


es decir, queda demostrada (2). 
EJEMPLO 2. 


lim (1 + u) = e, 
u0 
So obtieno de (2) mediante la sustitución 1/7 = us 
EJEMPLO 3. 
lím (144 )" =e, lím (1+ au)" =e, Va. 
p pa 
Cuando œ = 0, esta expresión se reduco al límite lím o 


= 1 = o, porque, según la definición, se considera que 1% = 1. 
Soa ahora a sé 0. Six oo, entonces Ž -> 00 y 
" slaga 
(a-i Tee 
So dobe tomar on cuenta que la función potencial u% os continua en 
el punto u = e (véase el $ 3.8, e). 
TIEMPO 4 


ln (142) loga (1-42) 1 
lím =1, m itta og e= 


Como In u es una función continua en (0, 00), entonces (véase 
ol ejemplo 2) 


lim tia, alí In (142) = ln lim (142) U%= In 0=4. 
E z0 mo 


PIEMPLO s. 
Mm na (a>0) lim 41. 
0 o 


En efecto, pongamos a*— 1 = u. Debido a la continuidad de 
la función potencial, u—>0, cuando z—0. Luego, zina = 
= in (1 + u), por lo cual (véase el ejemplo 4) 


A e e a 


Ina. 
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$ 3.10. Orden 
de la variable. 
Equivalencia 


Analizaremos dos funciones q (z) y y (2), definidas en cierto 
entorno U (a) del punto a, salvo, quizás, en el propio punto a. El 
punto a puedo ser finito o infinito (+00, —0o, o bien eo). Convenga= 
mos en considerar, además, que % (2) 0 en Ul(a). Si 


Ae 
igg 

escribiremos este hecho así: 
o (z) =o (p(z) z>a (1) 


y diremos que q (z) es o-pequeño de xp (z) para z— a. 
Por ejemplo, 


(1 


a = o (z), z= 0; 
a" = o (2"), 2>0 si m< n; 
a" = o (2%), z =o, sim>n; 


@— at =o (z — a), z-a; 


1—cosz=0(2), 2>0, porque lím £ 22 0. 


a 


La expresión o (1), z — a, significa un infinitésimo para 2» a, 
esto es, una cierta función q (z) que tiende a cero cuando z= 
— a (p (2) >0, z— a). Por ejemplo, y (z) = ES =0(l) r= 
= 00. 

La propiedad (1) expresa, obviamente, el hecho do que la fun- 
ción p (z) puodo ser escrita en la forma ọ (z) = e (2) y (2), donde 
e (2) 0 cuando z—> a. 

i las funciones ọ yp, que figuran en la relación (1) (o bien, que 
os lo mismo, en (1')) son unos infinitésimos para z — a, suelo decirso 
también, empleando la terminología más antigua, que q (z) para 
xa es un infinitésimo de orden supertor con relación a (un infinité- 
simo) wp (z). En cambio, si p y p en (1) son infinitamente grandes 
para z —> a, dicen que q (z), es, para z —» a, una magnitud infinita- 
mente grande de orden inferior que p (2), o bien, además, que (z) 
es una magnitud infinitamente grande de orden superior respecto a 


o (2). 
Escribiremos en adición 
pi) = la, za (2 
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y llamaremos las funciones q (2) y Y (2) equivalentes astnticamente 
iguales) para za, si se cumple la propiedad 


2o , 
o m 

Por ejemplo, 
snz=z 2>0, (8) 


o abajo vienen unos ejemplos más (véanse también los ejemplos 
1, 4, 5 en el $ 3.9) 


1— cos zæ 32, 20, (4) 
ln (142) 22, 2>0, (5) 
eix 2>0, (6) 
aizina, 20 mM 


Observemos que si 
lím f@)=4#+0, 


esto os equivalente al hecho de quo 
limta an1, 


lo que nos hemos convenido designar también así: 
1) A, z>a(4%0). (8) 


La terminología que se ha introducido aquí 
simplificar los cálculos y reducir las an 
Resulta importante pai 
de las funciones amonto iguales (equivalentes), las cual 
vienen expresadas en los siguientes teoremas. 

TEOREMA 1. Si 


emp za (9) 
entonces 
y()=p() za (10) 


Demostración. El hecho es que si p (2) + 0 en U (a) y se cumple 
(9), entonces, evidentemente, también q (z) 0, quizás, en un 
entorno algo reducido. Pero, en este caso 


im tO 
a 


112 Capítulo 3. Función. Limite de una función 


TEOREMA 2. Para que se cumpla la propiedad (9), es necesario 
y suficiente que se verifique 
0 (z) =p (2) + 0 (p (2), z>a. (11) 
La igualdad (11) debo leors así: el sumando que se agrega a y (z) 
con el fin de obtener ọ (z) posee la propiedad siguiente: si lo dividi- 
mos por (z), el cociente resultante tenderá hacia cero cuando z 
so hace tendor hacia a. 
Demostración, Supongamos que tiene Ingar (9). En esto caso 


ON donde e(x)->0 para za. 


Por consiguionto, 
0) =p (z) + e (2) y (2) =p (z) +o(p(2)), 2>a, 


y hemos demostrado (14). 
Viceversa, si se verifica (11), tenomos 


o (2) = p (2) + o (p (0) = (2) + e (2) (2) 
donde r (z) >O cuando z= a. Por tanto 


HH 074 


y hemos obtenido (9). 
TEOREMA 3. St 
PA) =p (2), za, 


entonces 
Im oey (e= m o(a) 9, G) a 
pe CEN Mo (13) 


Estas igualdades se deben entender en el sentido de que si existe 
en ellas un límite por la derecha, existe también un límite por la iz- 
quierda y dichos límites son iguales, y viceversa. 

De aquí se deduce que sí alguno de dichos límites no existo, tam- 
poco existo el segundo. 

Demostración. Mostremos sólo uno de estos razonamientos. 
Supongamos que existe el límite por la derecha en (12), Entonces 


Mm o()+(21=m[9() 92 e 


=lím [9(2) Y, (2)) im 2 = 
= lím lo (2) a (2)1-4 = Lim [o (2) y (21+ 


$ 3,10. Orden de la variable. Equivalencia 113 


Emmo 1. tgza z, z— 0, puesto que 


30 
lim HE = him (SE i 


EJEMPLO 2. 
lim ¿£5= lim Elim +0 


DEYINICION, Si para la función y (z) se pueden elegir tales números 
A y m, donde A #0, que 


qa) wA =a", ta, 


se dice que la función A (z — a)” es el término potencial principal 
de la función y (z) en el entorno del punto a. 

Los bros derechos de Ias relaciones (3)—(7) son, ovidonte- 
mente, términos potenciales principales de los primeros miembros 
cuando z— 0. 

Diremos que f en el conjunto Æ es de orden q, o, do otro modo, 
1 os O grande de y en E y en eslo caso anotaremos 


1 (2) = 0 (q (2) en £, (14) 


si 
IWISSI) h VzEZ, 


donde C es una constanto positiva que no depende de z. 
En particular, la igualdad 


Í (=) = 0 (1) en £ 


muestra el hecho do que f está acotada en Æ. 
EJEMPLOS: 
1) son z = 0 (1), sen z = O (z) en (oo, o); 


2) z = O (2%) en [1, co); 
3) x? = O (z) en [0, 11. 
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Capítulo 4 


Cálculo diferencial 
de las funciones 
de una sola variable 


$ 4.1. Derivada 


El concepto de derivada es fundamentalísimo en el análisis 
matemático, a Ja par con el de integral. 

Se denomina derivada de la función f en el punto z el limite de la 
razón de su incremento À y en dicho punto al incremento correspondiente 
del argumento Ax, cuando éste último incremento tiende a cero, 

La derivada suele designarso así: 


"(aj lim 2E = lím LELO 
e l 
Son de amplio uso también otras designaciones: y”, SEL, Le, 


Lu comodidad de tal o cual designación se apreciará por el lector 
más adelante. 


Siendo z fijo, la magnitud $Ë es una función de Az: 


p(a7)=2 (8270). 


Para que exista la derivada do f en el punto z, es necesario que 
la función f sea definida on cierto entorno del punto z, incluso en el 
mismo punto z. Entonces, la función 3p (Az) está definida para Az 
suficientemente pequoños y distintos de cero, es decir, para aquellos 
Az que satisfacen las desigualdades 0 < | Ax |< ô, donde ô es lo 
suficientemente peque 

Desde luego, el lí (1) existe no para toda función f definida 
en el entorno del punto z. En general se dice que la función f tiene 
en el punto z una derivada /'(z), se supone, como regla, que es fini- 
ta, es decir, el límite (1) es finito. No obstante, puede suceder que 
exista el límite (1) infinito, igual a +00, —oo, O co. En estos casos 
resulta conveniente decir que la función f tiene en el punto z una 
derivada infinita (igual a +00, —0o, o 00). 

Si se supone en la fórmula (1) que Az=0, tomando sólo los 
valores positivos (Az > 0), entonces el límite correspondiente 
existe) recibe ol nombre de derivada derecha de f en el punto z. 
puede designarlo así: fáer (2). 
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Análogamente, cuando Az» 0 al recorrer los valores negativos 
ea 2 el límite (1) se llama derivada izquierda de f en el punto 
a Úfsa2). 

Por supuesto, para el cálculo de fáer (2) (de fisq (2), respectiva- 
mente) sólo es necesario que la función / esté definida en el punto z 
y por la derecha de él, en cierto entorno suyo (en z y a la izquierda 
de z, respectivamente). 

Resulta ser típico el caso en que f vieno definida on el segmento 
la, b] y tiene en todos los puntos interiores do este segmento, es 
decir, en los puntos del interv 
(a, b), una derivada, con la parti 
cularidad de que eu el punto a tiene 
derivada derecha y en el punto b, 
derivada izquierda. En los casos como heizt 
éste dicen que la función f tiene dert- 
vada en el segmento la, bl sin espe- 
cificar que, de hecho, on ol punto a T 
tiene sólo derivada derecha y en el 
punto b, sólo derivada izquierda. Fig. 35 

No es difícil ver que si la función 
j ticne en el punto z las derivadas derecha o izquierda y estos 
derivadas son iguales, la función / tiene derivada en z: 


Faer (2) = fiza (2) = f' (2). 
Mas, si en z existen Jas dorivadas derecha o izquierda y no son 
iguales entre sf (fáer (2) = fizą (2)). entonces en x no hay derivada. 


EIemPLO. Veamos la función y = |z | (fig. 35). Para dicha fun- 
ción 


si 


ds 
Si æ > 0, tenemos z + Az > 0 para Az suficientemente pequeños y 


dy _ahór==_ br 
Len == =1 (2>0. 


Si z < 0, tenemos z + Az < 0 para Az suficientemente pequeños y 


p- am 
dr 


De este modo, 


Sy —_le+órl—121 
=> lo 


(E+bm—i=)__ br 
pa (O). 


4, si z>0, 
=lm 2 y ' 
Ea í —i, si z<0. 
Sea ahora z = 0. Entonces 


1, si A2>0, 


Ay lazi 
a —4, si Az<0, 


: de 
Sy LAZI signo | 


s 
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Por esta razón 


Así pues, la función | x | tione en el punto z = 
derecha igual a 1, y una derivada izquierda igual a 
indicio de que en el punto z = 0 la fun 
derivada. 

Sabemos que (véaso el $ 3.3, ejemplo 8) | z | es una función conti- 
nua para todos los valores de z, incluso en ol punto z = O. razón por 
la cual puede intervenir como ejemplo de una función contínua en 
todo punto sin que tenga derivada en uno do ellos. En las matemá- 
ticas se conocen ejemplos de las funciones que son continuas en todo 
ol eje real y no tienen dorivada en ningún punto de éste. Tal es, 
por ejemplo, la función de Weierstrass representada por una serie 
trigonométrica 


una derivada 
. lo que es 
| | está privada de la 


p(z) = 3) 2"sen2'az. 
o 


No nos detondromos on los pormenores de esta cuestión, 

Por otra parto, toda función que tiene derivada (¡finita!) en el 
punto x es continua en este punto. 

Efectivamente, supongamos que ol límite (1) existo en el punto z 
y os finito. Este hecho puede sor expresado del mado siguiento: 


Lp (z) +e (82), (0) 


donde e (Ax) — 0 cuando Az —> O, es decir, e (Az) es un infinitésimo 
para Az -> 0. De (2) se deduce: 


Ay = f (x) Az + Az-e (Ar). 
Pasando al límite on esta igualdad cuando Az — 0, obtendromos 
lím Ay =0, 


ax=o 
y osto muestra que f es continua en el punto z. 

Demos a conocer algunas aplicaciones importantes de la derivada, 

VELOCIDAD INSTANTANEA. Supongamos que la función s= f (t) 
expresa la ley de movimiento de un punto en una recta, la cual se 
considera como el ejo de coordenadas s. Aquí s es la coordenada del 
punto móvil en cierto instante £. El camino recorrido por el punto 
durante el intervalo do tiempo [t, t + At], es 


As = f (t + At) —f (1). 
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La velocidad media del punto en dicho intervalo de tiempo es 
ds 


n=. 
La velocidad verdadera (instantánea) en ol instante t so define, natural- 
mente, como un límite 
de 
=lím & 
ln 0. 
INTENSIDAD DE La CORRIENTE. Sea Q= f (f) una cantidad de 
electricidad que pasa por la sección de un alambre durante el tiem- 
po t. Entonces 


Ag ttti 
Ar E 

será la intensidad media de la corriente duranto el intervalo de 
tiempo [t, t+ At). 
El límite 

in 20 

lim 22 - 
aimo Ai 
es ìn intensidad de la corriente en el 
instante £. 2 

DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MASA. A 

Supongamos que on el segmento [a, bÌ 
(tig. 36) del eje z está distribuida 
una masa (irregularmonte, en el caso 
general), de suerte que la cantidad do la "| % 7220 2 
masa cargada sobre el segmento la, z] es Fig. 36 


M=F() ((<z<»b). 


Esta cantidad es proporcional al área de la figura aABz. Do esto 
modo, A es una función do z (Af = F (z)). La cantidad de la mass 
que corresponde al segmento [x, z + Ax] es igual, evidontemento, a 


AF = F (z + Ax) — F (2). 
Su densidad media en este segmento os igual a E y ol límite 


AF 
—=P =; 
Ma irer oea 


es la densidad verdadera de distribución de la masa en el punto z. 


SA. 


Interpretación geométrica 
de la derivada 
Supongamos que en el intervalo (a, b) está prefijada una función 


continua y = J (z). Su gráfica lleva el nombre do curva continua. 
Designémosla mediante T. Tomemos en T un punto A = (z, f (2)) 
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(igs. 37 y 38) y nos ponemos como objetivo determinar la tangente 
a E en el punto elegido. Con este fin olijamos en T otro punto B = 
= (z + Az, f (z + Az)), donde Az 0 (en la fig. 37 está expuesto 
ol caso en que Az >O, y en la fig. 38, el caso en que Az < 0). 
Llamemos secante a una recta que pasa por los puntos A y B y está 
orientada en la dirección de crecimiento de z (marcada por la flecha); 
designemos la secante con S. Un ángulo que $ forma con la dirección 
positiva del eje z se designará con B. Consideramos que —1/2 < 
< B< ni2. Cuando $ > Ú, el ángulo se cuenta a partir del eje 2 
en ol sentido contrahorario; cuando $ < 0, en el sentido horario. 


y 
ryt 
S 
pi A 
2 
(1 Y a 
7 as a E 
Pig. 97 Pig. 98 


En las figuras mencionadas $ > 0. En la fig. 37 âz = AC, ây = 
= CB; en la fig. 38 Az =—AC, Ay = —CB. En ambos casos 
Ay/Az = tg B. 

Si Az — 0, entonces Ay — 0 y el punto B, desplazándose por T, 
tiende hacia A. Si en este caso el ángulo f tiende hacia cierto valor œ, 
distinto do 1/2 y —a/2, existe un límite 

Ll m = 
za == ia tgB=tga, (1 
igual a la derivada (finita) de f en el punto z: 
f ()=tga. e) 

Viceversa, si oxiste la' derivada (finita) /' (z), entoncos B — a = 
= arctg f' (2). 

Cuando $ tiendo hacia æ, la secante S trata de ocupar la posición 
de la recta orientada T que pasa por el punto A y que forma el ángu- 
lo æ con la dirección positiva del eje z. 

La recta orientada 7 recibe el nombre de tangente a la curva T 
en su punto A. 

DEFINICION. Se denomina tangente a la curva T (y = f (z)) 
en el punto de ésta A = (z, f (z)) una recta orientada T, a la cual tien- 
de la secante S (una recta orientada en la dirección de crecimiento de 2) 
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que pasa por A y el punto B = (z + Az, f (z + Az) €T, cuando 
20. 

Hemos demostrado que sí una función continua y = f (2) tiene 
derivada finita f' (z) en el punto z, su gráfica T en el punto correspon- 
diente tiene la tangente cuyo coefi- 
ciente angular es tg a =f’ (2) (—a/2< 
<a < 12). 

Viceversa, la existencia del límite 


lím B = a (=1/2< a <a/2) 


Ieva consigo la existencia de la deri- 
vada finita f' (z) y la validez de las 
igualdades (1), (2). 

Puede ocurrir que f tenga on el 
punto z las derivadas derecha o izquier- 
da diferentes: 


Fiag (2) H faer (2). wn 


Entonces, A es un punto anguloso de T. En oste caso la tangente a T 
en A no existo, poro se puede decir que existen las tangentes derecha 
e izquierda con diferentes coeficientes angularos; 


pa 
tg am lim Sg fi (ad, 
Si] 
e 
tgo = lim GE = fier (2). 
Reg 


En la fig. 39 se expone precisamente un ojemplo de tal caso. 
Supongamos ahora que Ja derivada de f en el punto z es infinitas 


x a 
ra= lim + =% 
Notemos aquí cuatro casos de importanci 
01) - mt +00, p- (fig. 40) 
A 


D Fla) im PF liz. 44) 
3 falim Gh —<00. B> 
azi 
fe la)= lim ¿emo Br 
SS 


La tangente izquierda es perpendicular al ejo z y está orientada 
hacia abajo. La tangente derecha es perpendicular al eje z y está 
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orientada hacia arriba (fig. 42). 


7 Ài 
4) fala) =lim +00, PE, 
a 
licr(a) Mm, HL co, Po. 
E 
Las tangentes izquierda y derecha están orientadas de modo tal 
que son paralelas al eje y, la primera hacia arriba y la segunda hacía 
abajo (fig. 43). 
Observación. La definición corriente de la tangente a una 
curva T es como sigue: la tangente 7 a la curva F en su punto A es 


Fig. 42 Fig. 43 


una recta a la cual tiende la secante S, que pasa por el punto A 
y otro punto B ET, cuando el último, desplazándose por T, tiendo 
hacia A. 

En esta definición no se supone que S y 7 son lasrectasorienta- 
das. Dicha definición es bien correcta en el caso de una tangente no 
paralela al eje y. Sin embargo, si la aplicamos, por ejemplo, al caso 
4) (véase la fig. 43. donde A es un punto anguloso), llegaremos a que 
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la curva dada tiene en el punto A una tangente única, Esto no con- 
cuerda con nuestra idea sobre la suavidad de una curva que tiene 
tangente. 

La definición aducida presupone en el punto A dos tangentes 
(coincidentes) que tienen orientaciones contrarias. El ángulo formado- 
por ellas es igual a n. 

Por el curso de la geometría analítica sabemos que la ecuación 
de una recta (en un plano) que pasa por el punto (Za, yo) bajo el 
ángulo a respecto de la dirección positiva del ejo z (—1/2< a < 4/2) 
tieno por expresión ?) y — yọ = m (z — z) (m = tg a). De aquí 
la ecuación de la tangente a la curva y = / (z) en ol punto (zo. yo} 
tiene la forma 


Y — Yo = Ya (£ — zo), (3) 

donde yo = f (£o), Y6 =1' (zo). 
Una recta que pasa por cl punto A €T" es perpendicular respecto 
de la tangente a T en el mismo punto lleva ol nombre de normal a Y 
en el punto A. Sn ecuación, evidentemento, tiene por expresión 


Y (02 10) 
ESEMPLO 1.*). Hállese Ja ecuación de la tangente a una curva 
+1 (es <a) © 


en cierto punto (Za, Yo) de la curva, es decir, 244 4 =i. 

La curva (5) se llama elipse. Es evidente que la elipse es simétrica 
respecto de los ejes coordenados, puesto que su ecuación no varía 
cuando se sustituyen z por (—z) e y por (—y). Vamos a considerar, 
al deducir la ecuación de la tangente, que —a< <a, 0 < y S b. 
De (5) tenemos 


ya yaa. (5 


De aquí y = 7 
Calculemos la función y y la derivada y’ en el punto zg: 


mayl) EVETT, y (2) > 
my ad= to (0) 

La ecuación de la tangente a la elipse en el punto (zo, Yo): 
Y — Yo =Y (£o) (X — zo). y) 


3) Véase muestro Jibro, Matemáticas superiores. Elementos del algebra 
lineal y de la geometria analítica», $ 8. 
2) Los ejemplos 1, 


jueden ser analizados en el $ 4.8, al haber dominado 
la técnica de diferenci 


y 
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Al multiplicar (7) por ya/b?, tendremos, en virtud de (6): 
Yue ESE 
Tr o (A, 
Ye_$-_Xa,3 
FRA 
Puesto que en muestro caso E4 E = 4, la ecuación de la tan- 
gonte se escribirá así: 


+ a. (5) 


De este modo, con el fin de obtener la ecuación de la tangente a una 
elipse on el punto (Zo, yo) do ésta, so debe en la ecuación de la elipse 
(5) sustituir 2* por Xzy 0 y* por YY. 


Fig. 44 


Por los valores negativos de y (—b < y < 0) los razonamientos 
quedan los mismos y (8) será la ecuación de la tangente en cualquier 
punto (Zo, Yo) de la elipse. De la ecuación (8) se ve que la tangente 
a una elipse en el punto (Zo, yo) corta el eje z en ol punto de abscisa 
a"/z,, es decir, cuando z > Ô, este punto de intersección se halla a 
ta ET de la elipse, y cuando 2, < 0, a la izquierda do ella 
(fig. 44). 

EJEMPLO 2. Hállese la ecuación de la tangente a una curva 

ik= (21>0) 0 


en cierto punto (Zo, Yo) de la misma (4-4) N 


La curva'(9) se llama hipérbola. Esta curva es también simétrica 
respecto de los ejes de coordenadas, 

Razonando igual que en el ejemplo 1, obtendremos la ecuación 
de la tangente a una hipérbola en la forma 


e Ma (Iza >). 
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El punto de intersección de esta tangente con el eje z tiene la 
abscisa alzo (0 << <a) , es decir; dicho punto de intersección 
so halla en (0, al para z, > a, y en [—a, 0) para zp < —a (fig. 45). 

msempLo 3. Héllese la ecuación de la tangente a una Curva 

y =2p (2>0,p>0) (10) 
en cierto punto (zo, Yo) de la misma (y3 = 2pze 


ro) 
La curva dada se llama 3 imétrica respecto del eje z 
(es decir, en (10) z es una función par de y). En virtud de ello nos 


Fig. 45 Fig. 46 


resulta suficionto examinar la mitad superior de la parábola (y > 0). 
De (10) tenomos 


y =V2pz. (10) 
De aquí 


Y nVa» Y TES 
La ecuación de la tangente a una parábola on el punto (z, yo): 
Y — Yo = y (z) (X — zo) 
o bien 
Y-pa (X=) YW—04=PX— Ptv 
Puesto que y} = 2pzp, entonces 
Yys = p (X + zo). (11) 


De esto modo, con el fin de obtener la ecuación de la tangonte 
a una parábola en su punto (Za, Yo), hay queen la ecuación de la 
parábola (10) sustituir y? por Yyo, y 2z por X + zo. 

La tangente (11) a la parábola (10') en el punto (ze, yo) de la 
misma corta el eje z en un punto de abscisa (—2p) (fig. 46), inde- 
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pendientomento de la magnitud de p, o sea, las tangentes a cuales- 


quiera parábolas y? = 2pz en el punto (xy, Y 2pz,) cortan el ejo æ 
en un mismo punto (2). 


$ 4.3. Derivadas 
de las funciones elementales 


La constante C. A cada z corresponde un mismo valor de y = C- 
De tal manera, al valor z + Az corresponde el valor de la función 
y + Ay =C. Por consiguiente, 


Caim E= lim = lím 0=0. a) 


Areo AE Axa 3% 3x0 
La función potencial z” (n = 1, 2, ..-). 
(ey = na" 


(2) 
puesto que 

4 Y n) 

gal + Az) 2") = 


E [mnara Pd aa Ate 


s... +å" 


nr ED A 
etA e nat, 
Son válidas las fórmulas 
utoy =u to, (3) 
(uo) =uv' + u'o, (4) 


(4) =R 00). © 


Aquí se supone que u = u (2), v = v (z) son las funciones de z 
que tienen on el punto z una derivada. En el caso (5) se supone en 
adición que v (2) + 0. Se afirma que en este caso existen en el pun- 
to z las derivadas quo figuran en el primer miembro de las igualda- 
des (8), (6), (3), y estas igualdades son lícits, 

in efecto, prefijemos Az. Al nuevo valor z + Az del argumento 
eormeponden los sales muova de. aensas funciones u + Au, 
v+ Av, y 


A (u + v) = [(u + Au) + (v + Av) — (u + v) = Au + Av, 


a im Altto) Au EY g , 
=l =. < t lím Ln A 
(CES) im E lim + lim u'o’ 
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Luego (las explicaciones vienen más abajo) 
A (uo) = (u + Au) (o + Av) — uv = uâv + vôu + AuAo, 
r. Aw), jm ESP Ev bu + duo 
Se — 


Pe A pa 
=ulí vlim + lím Au lím == 
A a o E 

=uw'+vu' +00 uv" + vut. 
Se debe tomar en consideración que la función u es contínua, puesto 
que tiene la dorivada, y por esto Au — 0 cuando Az — 0. Por fin, 


(a (E 


a våu—us a A zo 
ar = in, a. 


Esta vez también se debe tenor en cuenta que Av => 0 cuando 
Az 0, ya que la función v es continua, pues tiene una derivada, 
Examinemos la función sen z. Tenomos 


(sen z) = cos z, (6) 
poros 
2 son- 
AT TP LS UN Š 
a dv aE ua 
sen $E 


m”? 
Si aaae 


= 1.cosr= cos z. 


Es necesario tener en cuenta que la función cos y es continua. 
Análogamente se demuestra quo 


(cos z)' = —sen z, (mM 
lga) =secto= has (8) 
(ctga) = —cosectz = t. (9) 


En efecto, por ejemplo. 
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Para la función y = loga z (z > 0) tenemos 


Ay lga (z+ Ar) — logar _ 
Tr = dz si 


Haciendo nso del límite notable 


k 
lim PeH 109, e 
obtenemos 
EN 1 
(ga 2)! = loga e= 53 (10) 
En particular 
(nz = uo) 


$ 4.4. Derivada 
de una función compuesta 
TEOREMA © Si una función z = q (1) tiene derivada en el pun- 


to t, y la función y= j (z) tiene derivada en el punto x, entonces la 
función compuesta 


y = F (t) = flo 01 10) 
tiene derivada (respecto de t) en el punto t y se verifica la igualdad 
F D= (20 1) (2) 

o bien 
Y = ya (3) 


Demostración. Profijomos un t, le corresponde el valor de 
== q (t). Domos a £ un incremento At=20, esto originará un 
incremento Ax = y (t + At) — q (f). Como la función y = f (z) 
tiene derivada on el punto z, entonces, en virtud de la igualdad (2) 
en el $ 4.4, tenemos 


By = f' (z) Az + e (Az) Az, (4) 


dondo e (Az) >0 para Az— 0. 

Convongamos en considerar que e (0) = O. La igualdad (4) en 

este caso se verifica y si ponemos en ella Áz = 0, se obtendrá 0 = 0, 
Dividamos ahora la igualdad (4) por At + 0. 

Si 


Lea. 6) 
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Haremos tender At hacia cero. Entonces, Az — Ô, puesto que la 
función æ (t) = q (t) tione derivada en el punto t y, por lo tanto, 
es continua. 

Pasemos on la igualdad (5) al límite para At —0. En este caso 
Az—0 y e (Az) — 0, debido a lo cual obtenemos 


Tz D +r 0) = f a)r () = yezi 


El teorema está demostrado. 

Se puede hacer la fórmula (3) más compleja. Por ejemplo, si 
z= f (y), y = p (z), z =p (E) y todas estas tres funciones tienen 
derivadas en los puntos correspondientes, entonces zg = 2yizi» 

eJemPLo +. y = Ìn sen? z (æ ka). 

Suponemos y = In u, u = v', v = son z, En osto caso 


2senzcosz 


decia M pene + 
vi=yíujo; = 2w cos z = SEREDE 2 tg, 


EJEMPLO 2. y = sen (x° + 2r — 1). 
Suponemos u= z* -+ 2z — 1. Entonces 
yk = yiu = cos u: (22 + 2) = 2 (z + 1) cos (xè + 2z — 1). 


Durante los cálculos, las variables auxiliares u, V, «.. no se 
introducen, como regla, pero se sobreentienden. 
En el caso del cjemplo 1 los cálculos son de forma siguiente: 


E (enè ay = m 2son z (sena) e cosa =2ctgr, 
o bien, en la forma más brovo 


Vi arz Sen z cos 2=2otg z. 


§ 4.5. Derivada 
de una función inversa 
Supongamos que la función y = f (x) estrictamente crece, es conti- 
nua en el intervalo (a, b) y tiene derivada finita f' (z), distinta de cero, 
en cierto punto z € (a, b). Mientras que la función Inversa de f, x = 
= f~ (y) = g (y), tiene también derivada en un punto correspondiente 
y ésta se determina según la fórmula 


¿0-75 0) 


o bien, 


AS (1) 
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Demostración, Como es sabido, la función inversa z = g (y) 
crece estrictamente y es continua en el intervalo (4, B), donde 
A= ínf f(z) B= sup f(z) 
E) 0.0) 

(véaso el $ 3.6, el teorema 1%). 

Comuniquemos al y en consideración ua incremento Ay + 0, 
A esto incremento le corrosponde el incremento Az de la función 
inversa, el cual es también distinto de cero debido a la monotonía 
estricta de f. Por eso 


EEN 
~ a 
ds 


Si ahora Ay 0, entonces, en vista de la continuidad do g (y), el 
incremento Az también — 0; pero cuando Az — 0, y =f a) +0, 
por consiguiente, existe un límite 


Con esto queda demostrada la fórmula (1). 

Observación, Si f’ (z) 2% 0 es continua en (a, b), entonces g' (y) 
es continua en (A, B). 

Esto se desprondo de (1), donde se puede poner z == g (y): 

, 1 
Cergy Y€4 D 

Es que la función compuesta /” [g (y), formada por las funciones 
continuas f’ y g, es también continua. 


$ 4.6. Derivadas de las funciones 
elementales (continuación) 


4. y = a". Do aquí z = log, y es una función inversa. Por ello 


v=L=——=4Ina=0*Ina, es decir, 
a uina 


(y = a Ina. 
En particular, 


(Y =, y= 
2. y = arcsen z (|z | < 1, —a/2 < y < 1/2), x = sen y es una 
función invorsa. Por lo tanto 
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es docir, 
(aresen z)" = ve 
Ante la raíz se ha puesto el signo +, puesto que cos y >O en 
(=al2, n/2). 
Y ES Y 4 
3. (orecosz)' = (E —areson z ) == E 
4, y=0rclgz, z=tgy es una función inversa (— 0< 3< o, 
—1/2<y<u1/2). Entonces 
pea Po E 
(arctg 2) =p 008 Y == Te 
es decir, 
(arctg2)'=¡ fo 
5. De un modo sumamente análogo so domuestra que 
(arcctgz)' = — aa 


6. Derivada de la función potencial 2 (z œO, « es un número 
real' arbitrario). Tenemos 


za abs, 
Ya que las funciones e" y æ ln z tienen su derivada, entonces do 


acuerdo con el teorema sobro la derivada de una función compuesta, 
obtenemos 


(2) > (am mamo E a E man, 
De oste, modo, 
(a) = ar. 


FI Este resultado concuerda con la fórmula (2), $ 4.3, para la deriva- 
da de la función 2” (z € (—co, c0)), donde n es un número natural. 

7. Función y = u (23%) (u > 0). Si u (z) y v (2) tienen las deri- 
vadas, la misma propiedad tiene la función 


u? = eme a) 
y 
(uy = erinu (oda uy = (Lal +w nu). (2) 
La expresión 
e_L 
mf (0) 


se denomina derivada logarítmica’ de la función f. 
01380 
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Dado que 
Inu”=vlnu, 


entonces, en virtud de la fórmula (3), 
LY (o muy m0 Inu EE, 


de donde se deduco (2). 
8. Funciones hiperbólicas 


may- (E) o 
may (Y 


=chz, 


=shx, 


e a 
(thay = wy ata: gas EEA 


(eta)! (PE) ME (a 0). 


9. y = Arsh z es una función inversa de la función z = sh y. 
Do aquí 
Y 4 4 ES E 
A =ar ya V 


(véase a continuación el $ 4.12, ejemplo 2). 


$ 4.7. Diferencial de una función 


4.7.1. Funciones diferenciables 
Supongamos que la función f tiene derivada en el punto (fini- 
to) z: 
pS 2 
dim + =f (2). 


Entonces la razón 4% puedo anotarse, para Az suficientemente peque- 


Az 
ños, on forma dé una suma de f’ (2) y designará 
mediante e (Az) y que posee la propiedad de que tiende a cero à la 


par con 


1 (2) + e (Az) (e(42)>0, Ar=0) 
y ol incremento de f en el punto z puede ser escrito así: 

åy =f (2) Az + Az-e (Az) (e (Az) 0, Az = 0) 
o bien 


Ay = 


" (a) Az + o (åz). (0) 
pe 
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Es quo la expresión o (Az) se entiende como una función de Az 
2-0 


tal que su razón respecto de Àz tiende a cero junto con Az. 
DEFINICION. La función f se llama diferenciable en el punto s, 
si su incremento Ay en el mismo punto puede ser representado en la 


Jorma 
Ay = A-A+ o fAs) (2) 


donde A no depende de Az, pero sí depende, en el caso general, de 2. 

TEOREMA t. Para que una función f sea diferenciable en el pun- 
to x, es decir, para que su incremento en el punto citado sea representado 
por la fórmula (2), es necesario y suficiente que la función tenga deriva- 
da finita en dicho punto. Entonces A = f' (2). 

De este modo, la expresión que / tiene derivada en el punto z 
es sumamento equivalente a la expresión que / es diferenciable en el 
punto z. Por eso el proceso de búsqueda de la derivado se llama, ade- 
más, diferenciación de la función. 

Demostración del teorema 1. La suficiencia de la condición 
se ha demostrado más arriba: de la existencia de la derivada finita 
1' (x) provenía la posibilidad de expresar Ay on la forma (1), dondo 
se puede suponer que f’ (z) = A. 

Necesidad de la condición, Sea / una función diferenciable en el 
punto z. En este caso de (2) obtenemos (suponiendo Az % 0) 


pA + ao 4) 
Ar+0 m 
El límite del segundo miembro existe, para Az — 0, y os igual a A: 
ay 
A 
Esto significa que existe la derivada 
tasa. 


4.7.2, Diferencial de una función 

Supongamos que la función y = / (z) es diferenciable on el pun- 
to z, o sea, para el incremento de dicha función Ay en este punto so 
cumple la igualdad (2). Entonces Ay es una suma de dos sumandos. 
El primero de ellos, A4z, es proporciona! a Az, y en estos casos suelo 
decirse que dicho sumando no es más que una función homogénea 
lineal de Az. El segundo sumando, o (Az), es una infinitésima de 

ao 


pequeñez de orden superior en comparación con Az. Si A 7£0, el 
segundo sumando tiende a cero, cuando Az — 0, con mayor rapidez 
que el primero. Es por eso que el primer sumando 4Az = J’ (2) Az 
se llama término principal del incremento Ay (¡para Az — 01 Véaso 
la definición al final del $ 3.10). Este sumando recibe el nombre de 
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diferencial de la función y se designa con el símbolo dy. Asi pues, 
según la definición, 
dy = dj = f' (z) Az. 


En Ja fig. 47 viene expuesta la gráfica I de la función y = f (2): 

T es la tangente a T en ol punto A cuya abscisa es z; j’ (2) = tg œ, 

donde æ es el ángulo formado por la 

tangente y el eje 

dy = f (2) Az = tg a Az = CD, 
DB = Ay — ày = o (Aa). 


Do esto modo, la diferencial de una fun- 
ción y en el punto z, correspondiente al 
incremento Az, es el incremento de la 
ordenada de un punto dispuesto en la 
wras D tangente (dy = . 

Hablando on general, dy Ay, pues 
Fig. 47 Ay = dy + o (Az), mientras que el 


segundo término de esta suma no es igual, 
en ol caso general, a coro, La igualdad Ay = A4z = dy para z cual- 
quiera, tiene Ingar, sólo si la función y = Az + B es lineal. En 
particular, para y = z, dy = dz = Ar, cs decir, la diferencial y el 
incremento de una variable independiente son iguales entre sí (dz = Az). 


Por eso, la diferencial do una función arbitraria 7 se anota de ma- 
nera ordinaria a 

dy = f' (2) de, 
de donde 

ro=-#, 


o sea, la derivada de una función f en el punto z es igual a la razón 
de la diferencial de la función en este punto respecto de la diferencial 
de la variable independiente z. Esto explica ol hecho de que Ja expre- 
ión dy/dx( de y respecto de z) se emploa como el símbolo para do- 
signar la derivada: 

Conviene tenor en cuenta que la diferencial dz de una variable 
independiente no depende de z, y es igual a Az, un incremento arbitra- 
rio del argumento z. En lo que se refiere a la diferencial dy de la fun- 
ción y (diferente de 2), podemos decir que depende tanto de z como de dz. 

Domos; a ¡conocer las fórmulas 


z d (u + v) = du + dv, (3) 
k d (wv) = u de + v du, (4) 
d(cu) = edu (c es una constante), (5) 


Yau dv 
Lg 


: A (0), © 


$ 47. Diferencial de una función — 133 


donde se supone que u y v son las funciones diferenciables en el 
punto z a examinar, 
Por ejemplo, la fórmula (6) se demuestra así: 


dE) (L) dem za e L ria 


4.7.3. Expresión aproximada del incremento de una función 

Si la función y = f (z) es diferenciable en el punto z, entonces, 
en virtud de la fórmula (4), su incremento correspondiente al incre- 
mento Az podemos anotar del modo siguiente; 


Ay = dy + ogas). 
Do aquí se deduce que la diferencial de una función puede servir, 
para Az suficientemente pequeños, como buena aproximación del 
incremento de la función. En este sentido se escribe una igualdad 
aproximada 

Ay = dy = f' (2) dz, 10) 
la cual es de amplio uso. 

Supongamos que se pide caleular el valor de la función f en un 


punto z, es decir, el número / (z). Pero ha aparecido la necesidall de 
sustituir z por su valor aproximado z + Âz: 


2=2+08z, 
Surge una igualdad aproximada 
1()=J (z + Ai). 
Su error absoluto es 
| ôy | = |f (z + âz) — } (2) |- 


Si la función f es diferenciable en el punto z, de la fórmula (1) 
so desprende que para Ar pequeños podemos considerar que el error 
absoluto del incremento examinado es igual aproximadamente al 
valor absoluto de la diferencial de la función 


lay |œ į dy |. 
calculado para el incremento correspondiente Az. 
l error relativo se calcula de manera aproximada en forma 
siguiente: 
TT, ia 
žl] wro. 


EJEMPLO 1. Si se considera que 
VET VE=2, 


entonces el error es igual aproximadamente a la diferencial de la 
función y = z*® en el punto z = 8, correspondiente al incremento 


dy 
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Az = 0,001: 


dy = $ 321 Az =48-25.0,001=1/12 000 


La cuestión de hasta qué grado son exactos nuestros razonamien= 
tos puedo ser resuelta mediante los métodos que se estudiarán más 
abajo (véase el $ 4.14). 


$ 4.8. Otra definición de la tangente 


que pasa por el 


iA m de la curva T: (o) otro punto 
Boia ourva ELA Álancia mes y PS 
pm le 


En la fig. 48 p (2) = BD. 
La recta L se llama tangente a Ten el 
punto A, sl 
Pl) mo (1—20). o 
520 


Si la recta Les una tangente a I en el 
punto A en el sentido de la primera defini- 
ción, entonces m = f' (zo). Como f es dife- 
renciable, tenemos 


4 z 1 (0) d =1' (2) (2— 20) + 
+ o (220), £ + o 


de donde 


0) 116) —1 (0 
=F (dad |= o (z — ro), 2 to 


es decir, la recta L es una tangente en el sentido de la segunda definición. Bn 
este caso (véanse (1) y (2) 


P= L) td n e a) 1=0(2—20), z zo 


Fig. 48 


o bien, que es lo mismo, 
FE =P) = m (e sa) + o (2 — so) para s tye 
Esto nos muestra que la función / es diferenciable en el punto sọ y m = 
= /" (zo) Pero, en tal caso Z es una tangente en el sentido de la primera defini- 
ción y su ecuación tiene por expresión 
vanf (5) E ad 
Observación. De lo dicho se infiere que la curva 


gente en el punto (zo, f (zo)) cuando, y sólo cuando, 1 
en el punto zo 


(a) tiene una tan- 
ción f es diferenciable 
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$ 4.9. Derivada de orden superior 


Supongamos que en él intérvalo (a, b) está dada la función f. 
Su derivada, si existe én el intervalo (a, b), es cierta función f’ (: 
Se llamará dicha función primera derivada. Puede ocurrir que la px 
mera derivada tenga,-a:su vez, derivada en el intervalo (a, b). Esta 
última se denomina segunda derivada de f, o bien derivada de f 
segundo orden y se designa así: 


ro =A= (0) 04 =wY. 

En general, se denomina derivada de la función f de n-ésimo orden 

primera derivada de la derivada de f de orden (n — 1) y se designa así: 
I (a) = G= (2), o bien yn = (yO), 
Si se trata do cierto valor fijado de z, el símbolo /™ (z) designa 
zrivada de f de n-ésimo orden en el punto z. Para que ésta 

ista, se requiere la existencia do la derivada f%-1 no sólo en z, 
sino también on cierto entorno de z. ' 

EJEMPLOS. 

1°, (FM = e. 
2°, (aë)! = a* ln a, (0%) = a" inta, ..., (a) = a” In” a. 
3P. (Y m mam, (Y = m (m 1) 2, (A 
=m(m— 1)... (m— n + 1) am, 
Si m os natural, entonces, evidentemente 

(Mem y (2)0=0 (n>m). 


4°. (senz)' = cos z= son (+2), 


(son 2)00 = son (2 +n2). 
5°. (cosaJM=cos (2+n5-). 
No obstante, no es toda función ni mucho menos, para la cual se 
logra obtener fórmulas generales para sus n-ésimas derivadas. 
Ejercicio. Por medio del método de inducción matemática, de- 


muéstrese la fórmula (de Leibnitz) para la dorivada de n-ésimo orden 
de un producto de dos funciones: 


(wm= 3 Chus, 


donde u y v tienen derivadas hasta el orden n inclusive, 


a niai). (akt al 
Cs =Añm=AT Ol=1. 
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$ 4.10. Diferencial de orden superior. 
La propiedad 
de invariación 
de una diferencial 
de primer orden 


Si en el intervalo (a, b) está dada una función y = f (z), se puede 
representarla como función compuesta mediante un número infinito 
de formas: 

y=9() 2=y(0). 
Do este modo, y puede considerarse como una función de z (y = f (2) 
qomo AO de z (y = q (2)), donde z es, a su vez, una función 
le z (z = y (2). 

El argumento z se llamará independiente, subrayando con ello 
que en nuestros razonamientos z no se considerará como una función 
de tal o cual variable. En cambio, el argumento z se denominará 
dependiente (¡de 21). 

La diforencial de una función y = / (z) en el punto z es, como 
sabemos, un producto de la derivada de / en dicho punto por la dife- 
rencial de la variable independiente: 


dy = f' (z) dz, 


Aquí dz es un número arbitrario que no depende de z. Esto se pone de 
manifiesto en lo que la derivada de dz respecto a z es igual a cero: 


(day = 0. 


La diferencial de una función se denomina, además, diferencial 
primera, 


Según la definición, se llama diferencial segunda de una función 
y = f (a) en el punto z diferencial de la primera diferencial en dicho 
punto ly so denota así: 
Py = d (dy). 


Para calcular la diferencial segunda conviene tomar deriyada 
respecto a z del producto f' (z) dz = dy, considerando que dz es 
una constante (¡independiente de z!) y multiplicar el resultado por dz: 

dy = d [f' (2) del = dz d If (2)) = f” (2) de. 

En general, por definición, se denomina diferencial de n-ésimo 
orden de una función. y = Í (2) primera diferencial de la diferencial 
de (n — 1)-ésimo orden de dicha función y se denota con 

dy = d (ey). 
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Es ovidente que 
Py =/0 (2) a, a) 


puesto que esta fórmula es justa para n = 1, y si admitimos que es 
justa para n — 1, entonces 


d'y = d ¡0-0 (2) de) = dera [(0D) (2)] = {0 (2) da”, 


Por supuesto, para que exista la diferencial de n-ósimo orden de 

Ja función y m f () en el punto æ, es necasgrlo que la función citada 

tenga la derivada /0” (z) de n-ésimo orden en el mismo punto, 
'n virtud de (1) tenemos 


AL, G) 


es decir, la derivada de n-ésimo orden de la función y respecto a la va- 
riable independiente z es igual al cociente de la división de la diferencial 
de n-esimo orden de y por dz" = (dz)". 
igue nos enteraremos de que la fórmula (2) no se veri- 
le independiente z en ella se sustituye por la va- 
riable dependiente z (véase más abajo (4). 

Hemos definido, pues, las diferenciales de primer y, en goneral, 
de orden superior de una función y = f (z), donde x es una variable 
independiente. Poro la función y puede ser anotada, como ya se ha 
índicado más arriba, en la forma 


=9(), 
donde z es una función de z (z =p (2), f (2) = 9 ly (2)1). Surge la 
cuestión, cómo se expresan las diferenciales introducidas por nosotros 
en el lenguaje de la variable (dependiente) z. 
Para la diferencial primera esta cuestión se resuelve del modo 
siguiente: 


dy = y, dz = yizi dz = y, (22 dz) = y; dz. 


Vemos que la diferencial de la función y es igual al producto de su 
derivada y; por 


dy = y ds, (8) 


es decir, la primera diferencial de la función y se ezpresa en término 
de una misma fórmula, independientemente de si y se considera como 
una función de la variable independiente z o bien de la variable de- 
pendiente z. 

La forma de la diferencial primera (véase (3)) se conserva, razón 
por la cual se dice que la primera diferencial tiene forma invariante 
o, en otras palabras, posee la propiedad de invariancia. 
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El asunto ya no es así, cuando se trata de las diferenciales de 
orden superior. Efectivamente, si consideramos y como una función 
de z (y = ẹ (2)), obtendremos (véase el $ 4.7 (6) 
dy = d (dy) = d ig’ (2) del = dz d (9 (2) + 

+ (2) d (d3) = q" (2) dè + (da (4) 
En la última igualdad so ha aplicado la propiedad de invariancia 
de la primera diferencial, en virtud de la cual d (q” (2) = q” (2) dz. 
Además, se ha tomado en consideración que d (dz) = d'z. La magni- 
tud diz no puedo despreciarso en el caso general, puesto que queda 
definida modianto la igualdad di = y” (z) de. Su segundo miembro 
es igual a cero (¡para cualquier z!) sólo en el caso cuando y (z) sea 
una función lineal (p (z) = Az + B). 

Vemos pues que la forma de la segunda diferencial (expresada 
en términos de =) no so ha conservado: al número q (2) de so ha 
agregado un sumando q? (2) ds, el cual on ol caso general es distinto 

lo cero, 


$ 4.11. Diferenciación 
de las funciones definidas 
paramétricamente 
Supongamos que la dependencia entre y e z so expresa mediante 
un parámetro t: 
z=ọ(t) 
=p)” 
Esto debe entenderse en aquel sentido que existe una función inversa 


de la función z = q (t) y puede escribirse la forma explícita de la 
dependencia entre y e 2: 


y 


tE (a, b). (1) 


y lo” (21. (2) 


n=t (iso. O) 
Para la derivada de segundo orden obtenemos 


de Tiii U 
= 


HDD 
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De modo análogo pueden obtenerse las fórmulas para las deriva- 
das yim respecto a z de orden n > 2 en términos de las derivadas de 
2 e y respecto a t 
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Según la definición, una función f alcanza en el punto z = c 
un máximo (minimo) local, si existe un entorno de éste punto U (c) = 
= (c — ô, c + Ò), en el cual se satisface la desigualdad 


1()>f(2), V€ U (0) (1) 
U (2) >1 (e), Y zE U (c), (respectivamente). (1) 

Un máximo o un mínimo local lova el nombre de eztřemo local. 
El punto e se denomina punto de extremo local. 

Observación 1. Si la función f os continua en el segmento 
la, b) y alcanza en el punto c€ (a, b) un máximo o un mínimo, 
entonces, evidentemente, c es al mismo 
tiempo un punto de máximo (mínimo) 
local do f. Otra cosa es, cuando un má- 
ximo (un mínimo) de f en (a, bl se 
alcanza on uno de los puntos extremales 
del segmento, Tal punto no será un punto 
de máximo (mínimo) local de f, puesto 
que f no está definida on su entorno 
completo (a la derecha de él y a la 


la 


de máximo local. 
Teorema 1 (de Fermat *)). Si la función f tiene derivada en el 
punto c y alcanza en dicho punto un extremo local, entonces f' (c) = 0. 
Demostración. Consideraremos, para concretar, que / tiene en c 
un máximo local. Según la definición de la derivada, tenemos 
m 


F(= Jim LEHA (o 
Por cuanto, en nuestro caso, f (c) >/ (2), Y z € U (c), para Az > 0 
suficientemente pequeños 

Ll+sd=10 o, 


1) Fermat P. (1601—1665), un matemático francés. 
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de donde, pasando al límite para Ax 0, obtendremos 
F()<0. (2) 


En cambio, si Az < 0, se tiene 


por lo cual, pasando en esta desigualdad al límite para Az — 0, 
obtenemos como resultado 

F()>0 a) 
De las relaciones (2) y (3) se infiere que /' (c) = 0. 

mrorema 2 (de Rolle *)). Si la función y = j (x) es continua en 
[a, b], diferenciable en (a, b) y, o T = f (b), entonces existe 
un punto ¿€ (a, b) tal que f' (È) = 

Demostración. Si f es continua en “a, b], entonces la derivada 
1' (E) = 0, cualquiera que sea E € (a, b) 

Convengamos en considerar ahora que / no es constante en la, b]. 
Por cuanto f es continua en [a, b], existe un pon x, € la, bl, en el 
cual f alcanza su máximo en [a, b] (véase el $ 3.5, teorema 2) y existe 
otro punto z; E la, b], en el que f alcanza su mínimo en (a, b}. Am- 
bos puntos no pueden ser puntos extremales del segmento (a, b), 
ya que en el caso contrario 

máx f(z)= mín f(z) = j (a) = f (b) 
xEla, b) x€lo, b) 
y la función f sería constante en la, 6]. Por consiguiente, uno de los 
puntos 2,, za pertenece al intervalo (a, b). Designémoslo con E. 
En dicho punto se alcanza un extremo local. Además, f A existe, 
puesto que, por hipótesis, /* (z) existe para todo z € (a, b). Por ello, 
de acuerdo con el teorema de Fermat, f’ (E) = 0. 

Observación 2. El teorema de Rolie queda en vigor también 
para el intervalo (a, b), con tal de que se cumpla la correlación 
lím f (z) = lim 7 (2). 

i3 

Observación 3, El teorema de Rolle pierde su validez, si por 
lo menos en un punto de (a, b), f’ (z) no existe. Ejemplo: y = | z | 

en [—-4, 1). En el teorema tampoco se puede sustituir la continuidad 
en la, b) por la continuidad en (a, b). De ejemplo sirve la función 


1,2=0, 
pe Liza 
El punto z = 0 es el de discontinuidad. 


1) Rolle M. (1652—1749), un matemático francés que demostró dicho 
teorema para los polinomios. 
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Observación 4. El teorema de Rolle tiene simple significado 
geométrico. Cumplidas las condiciones del teorema, en la gráfica 
(fig. 50) de la función y = f (z) existe un punto (E, 7 (Ẹ)) tal que la 
tangente a la curva en este punto es paralela al eje z- 

TEOREMA 3 (do Cauchy). Si las funciones f (z) y g (2) son 
continuas en la, bl, diferenciables en (a, b), y, además, g' (2) 2 0 
en (a, b), entonces existe un punto E € (a, b) tal que 


10-13) _ 10 
OS rE o 


Demostración. Observemos que g (b) — g (2) 0, puesto que 
en ol caso contrario se encontraría, de acuerdo con el teorema de 
Rolle, un punto E tal que sea g (E) 
lo que no puede ser por hipótesis del — Y 
a Formemos una función auxi- 

iar 


Fla) = f (2) — f (a) — 


( 
1t i H 
LRL eta) — g (a)l j 


Por hipótesis del teorema la función 
citada P es continua en la, bl, dife 
ciablo en (a, b) y F (a) =0, F (b) 
Al aplicar ol teorema de Rollo, llogamos a quo oxiste un punto 
E€ (a, b) on ol cual F” (E) = 0. Pero 


P (a) = f (e) — ITA y (2), 


por lo cual, sustituyendo z por el punto E, obtenemos la afirmación 
del teorema. 

Observación 5. Como es fácil de ver, en la fórmula (4) do 
Cauchy no es obligatorio considerar que a < b. Pero, en este caso, 
la, b] y (a, b) denotan, respectivamente, los conjuntos de puntos z, 
para los cuales b S z Sa, b< z< a. 

Cuando g (z) = z, obtenemos el teorema do Lagrange que aparece 
como corolario del teorema de Cauchy. 

TEOREMA 4 (de Lagrange *) dol valor medio). Supongamos que la 
función f (z) es continua en el segmento la, b] y tiene derivada en el 
intervalo (a, b). Entonces existe en el intervalo (a, b) un punto c, 
para el cual se satisface la igualdad 


10)—f()=(b—a)f (0) (a<e<b) 6) 


1) Lagrange J. A. (1736—4343), un matemático francés. 
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El teorema de Lagrange tiene el sentido geométrico muy simple, 
al anotarlo en la forma 


O po (a<c<0). 


El primer miembro de esta igualdad es la tangente del ángulo 
de inclinación respecto al eje z de una cuerda que une los puntos 
(a, į (a)) y (b, f (b)) de la gráfica de la función y = f (2); el segundo 
miembro es la tangento del ángulo de inclinación de la línea tangente 
respecto a la gráfica en cierto punto inter- 
medio de abscisa e € (a, b). El teorema de 
Lagrange afirma que si una curva (fig. 54) 
es la gráfica de una función, continua en 
la, b], que tiene derivada en (a, b), enton- 
ces existe en la curva mencionada tal punto, 


correspondiente abscisa c (a<c<b) 
que la tangente a la curva en este punto 
lela a la cuerda que une los extre- 


es pi 
mos de la curva (a, f (a)) y (b, 7 (b)). 

La igualdad (5) recibe el nombre de 
teorema (de Lagrange) del incremento jini- 
to. El valor intermedio de ¢ resulta cómodo escribir en la forma 


c= a + 0 (b — a), 


donde 0 es un número que satisface las desigualdades 0 < 0 < 1. 
Entonces la fórmula de Lagrange adquiere la forma 


100) — 4 (a) = (b— a) f (a +9 (b— a) 0<0<1). (6) 


Es yilga, obviamente, no sólo para a< b, sino también para 
azbd. 

TEOREMA 5. Una función que es continua en el segmento la, bl, 
donde a < b, y tiene derivada no negativa (positiva) en el intervalo 
(a, b) no decrece (crece estrictamente) en la, bl. 

En efecto, supongamos que a Ç 3, < z, < b; entonces en el 
segmento [z,, za] se cumplen las condiciones del teorema de Lagran- 
ge: Por esta razón existe en el intervalo (z,, z4) un punto c, para 
el cual 


Fig. 54 


16) 16) = (2201 (0) (1 <c< zx). 
Si, por hipótesis, f’ > 0 en (a, b), tenemos f’ (c) >0, y 
1 (5) —1 (2) > 0; 

si, en cambio, f > 0 en (a, b), entonces f’ (c) >0, y 
Í xa) — f (2) >0. (8) 


m 
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Cualesquiera que sean z, zp, donde a<x, < 2, < b, se verifican 
las desigualdades (7) y (8), razón por la cual en el primer lugar f 
no decrece, y en el segundo, f es estrictamente creciente en el seg- 
mento la, bl. 

pyempLo 1. Volveremos al ejemplo 1 del $ 4.7, donde es necesario 
estimar la magnitud de } = 8,001 — V3. Apliquemos la fórmula 
de Lagrango a la función y (z) = 2%". Tonemos 


A= (8,001) — y (8) =0,001-y (c) = 
0,0044 281, eS r 


En el ejemplo 1 del $ 4.7 hemos obtenido el mismo resultado, pero 
ahora el último obtuvo una argumentación completa. 


rompio 2 La función y=sh z=-+ (e —e*) tiene la 
derivada continua 


(sh a) =p (6% + 07%) = ch z > 0, Vz € (—oo, o), 


y poseo las propiedades 
lím shz=—oo, lím shz= + o. 
pa 2-40 
Por consiguiente, esta función crece estrictamente y es continuamen- 
te diferenciable en (—co, œ), y aplica el intervalo (—o0, 00) sobre 
(—oo, co). Por esta razón tiene una función inversa, uniforme y 
continuamente diferenciable, que se designa así: z = Arsh y, y € 
E (—oo, 00). 
PA Si una función tiene en el intervalo (a, b) una 
derivada igual a cero, será constante en (a, b). 
Efectivamente, en virtud del teorema de Lagrange tiene lugar 


la igualdad 
i—i (a) = (231 (0), 


donde z; es un punto fijo del intervalo (a, b), z es un punto arbitrario 
del intervalo citado (puede disponerse a la derecha y a la izquierda 
de 2) y c es un punto que depende de z, y z, y que se dispone entre 
z, y z. Por cuanto, según la hipótesis, /' (z) == Ó en (a, b), entonces 
PE) =0 y f (2) = f (z) =C para todos los z€ (a, b). 

Hemos de notar que en los teoremas aducidos el debilitamiento 
de las condiciones que se imponen en ellos puede conducir a que las 
afirmaciones de los teoremas resulten erróneas (véanse las observa- 
ciones 1, 2 al teorema de Rolle). 

DErINICIÓN. Diremos que la función y= f (x) crece (decrece) 
en el punto Za, si existe un mímero $ >0 tal que 


S >0(L<0) para 0</Az1<8. 
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Es evidente que si la función f (z) crece (decrece) en (a, b), será 
creciente (decreciente) en cualquier punto z € (a, b). 

reonema 7. Si f' (z) >0 (<0), la función y= f (z) crece 
(decrece) en el punio zp. 


Demostración. Por cuanto f' (z) = lim, 2%, entonces, al pre- 


fijar e>0, so puede encontrar tal 5>0 que f (z)—e <$ < 
<f' (z) +e, cuando j Az |< ô. Sea f’ (xp) >0. Al tomar e< f’ (zo) 
obtenemos que ¿2->0 para |Az|<6, es decir, la función f 
croce en el punto Zo 

Observación 6. Si la función f tiene derivada y no decrece on 
(a, b), entonces f' (z) > 0 en dicho intervalo. Siendo vigentes las 
condiciones enunciadas, resulta imposible que en algún punto z € 
€ (a, b) la dorivada de f sea negativa, pues esto contradiría el teo- 
roma 7. 

Si / tiene dorivada y es estrictamente crecionte en (a, b) y si 
no disponemos de otra información acerca de /, de todas formas 
tendremos que concluir que j’ (z) >0 en (a, b), puesto que una 
función estrictamente creciente puede tener en ciertos puntos de 
(a, b) una derivada mula. Tal es, por ejemplo, la función 2* quo es 
estrictamente creciente en (—oo, 00) y que tiene, para z = 0, una 
derivada igual a cero. 

Observación 7. Sí una función crece 


obligatorio en cierto entorno del punto 
Como ejemplo puede intervenir una función 


;l punto zo, no es creciente de modo 


o 2=0, 
ri=( z 1 
Fs 7*0 
Es obvio que 


East 
z 


bie 4 

y 
y F (2) es creciente en el punto z = 0. Sià embargo, esta función no os monó- 
tona, puesto que laTderivada 2” (z) = -$ — 2z sen + còs $ toma en cual- 


uier entorno de cero tanto valores positivos, como negativos (véase 
escena D. Baraan dle e = de 2 == la derivada es igual a 3/2, Sondo 
k par, y es igual a 1/2, si k es impar. 

Eds E: Sula Junetón f (B es par (Impar) y diferenetable en (a, al, 
entonces f (2) es una función Impar (par). a 4 

Demostración, Como que f (z) = f (=2), Vz € la, a), las derivadas de los 
miembros izt TH dos id Y G) = —f (~z), es decir, 
A C) ep una función impar (la misma afirmación puede ser demostrada partien- 
lo de la definición de derivada). 


F' (0) = lim= 
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§ 4.13. Revelación 
de indeterminaciones 


representa una indeterminación de 


i 
s ge] 
la forma < cuando za, si lím f (z) = lím g (z) =0. La revelación 


Diremos que la razón 


do dicha, indeterminación consiste en hallar el Imite limL%2_, 
e 
si existe. 
TEOREMA 1. Supongamos que f(z) y g(x) están definidas y son 
diferenciables en un entorno del punto z==a, salvo, quizás, en el 
mismo punto a, y en dicho entorno límf(z)=límg(2)=0, 


g(=) y g' (x)0. Entonces, si existe lim - L, eniste también 
lim 115] y se verifica la igualdad 
laz t) 
Ma ara Mm 


Demostración, Vamos a considerar que a es un número finito. 
Véase más al la observación 3 para el caso en que a = 00). 
Jefinamos adicionalmente / y g en el punto z = a, suponiendo 
f (a) = g (a) = 0. En este caso las funciones serán continuas en el 
punto a. Analicemos el segmento [a, z], donde z > a, o bien z < a 
(véase la observación 5 en el $ 4.12). En la, z] las funciones f y g 
son continuas y en el intervalo (a, z) son diferenciables, por lo cual, 
de acuerdo con el teorema de Cauchy, existe un punto Ẹ tal que 


Letia n EA Le 
raea pre EEG a) 0 E G 


Cuando z— a, también È— a, razón por la cual, en vista del 
hipótesis del teorema, tenemos 


ta O) a him LO 
Ma m= Ma e a 


a condición de que el límite en el segundo miembro de la igualdad 
existe. 

Con esto queda demostrado el teorema. 

Observación 1. Si el límite en ol segundo miembro de (1) no 
existe, puede existir el límite del primer miembro, 

EJEMPLO. Como sen z ~z, resulta 


1 


"3 4 
lím == lim sson $= 0. 


10—03380 
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(ema) 


a 


No obstante, 


no existe, 


Observación 2. Si la expresión a representa una indetermi- 


nación de la forma + y las funciones f' (2), g' (z) satisfacen las con- 
diciones del teorema 1, entonces 
Lim Le lím LE lim Lt 
ss PO 
Las igualdades mencionadas se deben entender además en ol 
sentido de que si oxiste el tercer límite, existen también el sogundo 
y el torcero. 
TEOREM. 2). Supongamos que f y g están definidas y son 
diferenciables en un entorno del punto z = a, lim f (2) = lim gls) = 


= 00, g (2) y g' (x) 0 en el entorno citado, “Entonces st 
r 1) 
=> cE) 


entonces 3 lím 


lm t= lim Ll. 


Omitimos aquí la AE de este teorema. 
Observación 3, Si a = œ, la sustitución x= 1/t reduce ol 


caso he a 


= lím LUD m im LA 
lim L= im e a 


LO 4) £ (2) 
= im n= lim 1 
Una regla expresada por los teoremas 1, 2, en virtud de la oual 
ol cálculo del límite de una razón de dos funciones puede ser reducido 
al calculo del límite de la razón entre las derivadas de dichas fun- 
ciones, lleva el nombre de L'Hospital, un matemático quo la formuló, 
aunque para los casos más sencillos. Se debe decir, sin embargo, que 
esta regla la conocía I. Bernoulli, antes de L'Hospital 1). 
EJEMPLO £ 


lim Lo, Va>0, a>t. 


5 E Hospital G. F. (4601-1706), un matemático francés. Bernoulli Y, 
(1667—1748), un matemático suizo. 
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Aquí tenemos una indeterminación de la forma (2). Aplicando 
la regla de L'Hospital k veces (k >a, k= œ, para « natural), 
obtenemos 

Ed a 
O 


0. 


ESEMPLO 2. 
umo, Ya>0. 


Las funciones 2 y In z satisfacen todas las condiciones del teore- 
ma 2, debido a lo que 


Además de las indeterminaciones examinadas se encuentran las 
indeterminaciones de la forma 0-00, 0°, 00”, œo — œo, 1%, cuya 


determinación es obvii s indeterminaciones indicadas se reducen 


a las indeterminaciones 2 ó con ayuda de las transformaciones 
algebraicas. 

a. Indeterminación de la forma 0-00 (f(2)g(2), f (2) — 0, 
g (2) +00 para z- a), Está claro que 


10 e)==f (5) o bien f=- (5). 


EJEMPLO 3 
lím 2Inz=0, Va>0; 
x0 


limztInz= lím 22 — 
o e e 


4 
-4 limat =0, 


b. Indeterminaciones de la forma 4%, 0%, œo? se reducen, para la 
expresión de f", a la indeterminación 0-00. Según la definición de 
esta función, f% = e% 1af (f > 0). 

Si 


lím gInf=k, 


tonemos 


Um fee, 
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c. Indeterminación de la forma co — œ (f (z) — g (2), į > +00, 
g— +o cuando z— a). Es fácil ver que 


E 
LT “TL 


o FE 


$ 4.14. Fórmula de Taylor *) 


Analicemos un polinomio arbitrario de n-ásimo grado: 


Pr) =b Hb a ha Y bna", 

donde, de este modo, b, son unos números constantes, es decir, los 
cooficiontes del polinomio. Sea zo un número fijo cualquiera, Supo- 
niendo z = (z — zo) + Zo, obtendremos 


Pa (z) = Y ba leao) 420, (1) 
de donde, al elevar a pi cias los corchetes y reducir los términos 


semejantes en potencias de (z — zo), obtendremos la expresión para 
P, (z) en la forma siguiente: 


Pui) =a ta (z-a) + bolsa ie Dated, 0 


que se denomina desarrollo del polinomio P, (x)en potencias de (t—zo). 
Aquí do, dy, : « .; án son los números dependientes do bi, y %o 
'coolicientes del desarrollo de P, en potencia de (2 — zo). 
jomplo, aa = dy + bizo +... + 0,78. Do (1) proviene evi- 
dentomente que P, (2) no depende, en realidad, de zo. 
Hallemos las derivadas sucesivas de Pa (2): 


Ph (2) =a; + 2a, (22) + -+ nan (2 


A 


PU =14-2... kayt... Hn(n—1) -.. (n—=k+1)4,X (8) 
x (2—2), 


PE (2)=4-2... nane 


1) Taylor B. (1685—4731), un matemático inglés. 
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Las derivadas de orden superior a n son iguales a cero. Suponiendo 
en las fórmulas (2) y (8) z = zo, obtenemos 
Pn (20) = ao, Ph (20) = 41, Ph (20) = 12an, ~- 
aae PØ (2) = klan, >. + PO (20) = nian 
o bien 
PG 
am fj Aim O 


donde se considera que O! = t, PP (z) = Pa (2). 
Las fórmulas (4) muestran que un mismo polinomio P, (z) de 
ado n puedo desarrollarse en potencias do (z — za) de un modo 
nico, es decir, si para todos los valores de z se verifica 


Pata) È hate $ Bt, 


donde Py y På son unas constantes, entonces Ba = Pi (k=0, 4... 
+ + «, m). Es que tanto los números Ba, como los fk se calculan según 
una misma fórmula (4). 
En virtud de (4) la fórmula (2) puede escribirse así: 
Pr 
O H Eat 


PE (o) 


o Piu 
E ay ma 
E) 
La fórmula (2) se denomina fórmula de Taylor para el polinomio 
P, (2) en potencias de (z — zo). Observemos que el segundo miembro 
de (2') de hecho no depende de xp. 
EJEMPLO 1. Sea Ph (z) = (a +2)" y zo = 0. Entonces, en virtud 
de (2) 
5 220 
Pr A, 


tao 


donde en nuestro caso 
PD (2) = n (n — 1) . (n — k + 1) (a + a)", 
PW (0) = n (n — 1) . .. (n — k + 1) a, 
y se ha obtenido la fórmula conocida para el binomio de Newton 


at= 5 M0 EE quer, 6) 


šao 
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Examinemos ahora una función cualquiera f (z) la que tiene en 
cierto entorno del punto z, derivadas continuas de todos los órdenes 
hasta el (n + 1)-ésimo. Podemos componer formalmente un poli- 
nomio 


o= 3 LE 2), (6) 
a 


el cual so denomina polinomio de Taylor de n-ésimo grado o bien 
n-ésimo polinomio de Taylor de la función f en potencias de (z — xp). 

El polinomio Q, (z) coincide con la función f (z) en el punto tọ, 
pero no es igual a f (z) para todos los z (siempre que f (z) no sea un 
polinomio de grado n). Además, 


Qn (20) = F (z QW (20) = 10 (zo). a) 
Pongamos 


1 (2) = Qa (2) + ra (2). (8) 


La fórmula (8) lleva el nombre de Taylor para la función f (2); rn (2) 
so denomina término residual de la fórmula de Taylor y, más detalla 
damente, nróstmo término residual de la fórmula de Taylor de la función 
f en potencias de z — zp. La función r, (Z) muestra qué error se 
aae Bando Y ED Oe DAEEUYE DOE al Polloi da Táyilos (8) 

Hallomos la expresión para ra (z) en términos de la derivada 
KD (a). 

Bn virtud de O) y O) 7 Go m e m TD 0 
Pongamos y (2) = (z — z)". Está claro que 9 (r) = Q (2) =... 
araa ne e r e e 
Ta (2) y q (z), tendremos 


mia) mar) D 
Pe PEPE) 4 e Es 
rp (ep: 


MS 


E lan) — rR (eo) O (ana, 
A a) (2) GD (eno 
(21 E (Zo, 2) Y Zati E (Zo, Za), k= 1, 2, n). 


Mas qe (2) = (n +4)1, 1940 (2) = [099 (2) — O = f0 (2). 
Por consiguiente 


TON (0) 


donde c = z, +, es un punto que se halla comprendido entre zo y z 
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De este modo, la fórmula (8) puede escribirse en la forma 


y dt P 
0-3 E eat Eat (8) 
£ 

La fórmula (8') se llama fórmula de Taylor con el término residual 
en forma de Lagrange. 

Hemos demostrado un teorema de importancia. 

TEOREMA 1. Si la función f tiene en un entorno del punto Zo 
una derivada continua f*™* (x), para cualquaier z de dicho entorno se 
encontrará un punto € € (zo, 2) tal que f (x) puede anotarse según. 
la fórmula (8”). 

Aquí c depende de z y n. 

Si el punto xy = 0, la fórmula (8) so conoce con ol nombro de 
Jórmula de Maclaurin. 

Sabemos también otras formas del término residual de la fórmula 
de Taylor. Es de mucha importancia, por ejemplo, la forma de Cauchy 


ra (2) = EEEO O) 


donde 0 (0 < 0 < 1) depende de n y z. La deducción de esta fórmu- 
la se ofrecerá en el $ 6.5. 

Reduciendo el entorno del punto xp, obtendremos que la deriva- 
da f+) (x) os una función continua de z en el segmento cerrado 
[zo — 5, zo + 5]. Pero, on este caso, está acotada en dicho segmento; 


(0 (2) (< Ma. 11—5<12< 20 +0 (14) 


(véase el $ 3.5, teorema 4). Aquí M, as un número positivo que no 
depende de los z mencionados, poro depende, on general, de n. En- 


tonces 
A A i 
lz—z| <ô. 


La desigualdad (12) puede emplearse cou el fin de conseguir dos 
objetivos: para investigar el comportamiento de r, (z) con n fijo 
en el entorno del punto zp y para examinar el comportamiento del 
mismo término residual cuando n- œ. 

De (12) se deduce por ejemplo, que cuando n es fijo tiene lugar 
la propiedad 


To (2) =0((2— 2), 2>20. (13) 


Dicha propiedad muestra que si 7, (z) dividimos por (z — zo)" 
el cociente obtenido continuará tender hacia cero cuando <> Ta. 
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En virtud de (13) de (8') se deduce: 
1) J LE) o ((020)1). (14) 
2 Or 


Ésta es la fórmula de Taylor con el término residual en el sentido 
de Peano '). Es apta para el estudio de la función f en el entorno 
del punto zo- 

TEOREMA 2 (de unicidad). Supongamos que debido a diferentes razones 
una misma función | resul ser representada en el entorno del punto z en la forma 

Hamas to (aa) -Han (es +0 (22, 
e (15) 


Ha) =+h (az) -Hda (aa o (220). 
xx 


Entonces 
amda (k=O, A, oa a) (16) 


Demostración. Si igualamos entre sí los segundos miembros de (15) y pasa- 
mos al límite para z => zo, obtendremos ay = dy. Ahora podemos realizar on 


esta igualdad la reducción por (z — zo) (z 7e za) y otra vez lrmite para 
2 2, obteniendo, como Fesultado, 'Continuamos este proceso Hasta 
ue pe obtenga ap = Ba. 
EJEMPLO 2 Sabemos que 
Por eso 
an 


to bmo 


Por otra parte, la función y tiene en el entorno del punto z = 
¿as de cualquier orden, por lo tanto para dicha función tieno lugar 
je 


de Taylor con el residuo en la forma de Peano 
S 200 
a? o o. ua 


Cofaargado las fórmulas (7) y (18), obtendremos, en vista del teorema de 
unicidad: 
O ed, tyansa 119) 


El párrafo que viene está dedicado al estudio del comportamiento 
del término residual de la fórmula de Taylor para n-> o0. 


3) Peano D. (1858—1932), un matemático italiano 
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$ 4.15. Serie de Taylor 
La expresión 


a +a + a 
o también 
2, ta a) 
E 


donde a, son los números dependientes de k, lleva el nombre de 
serte. Las sumas finitas 


S=È a (1=0,1,2,...) 
i 


se llaman sumas parciales de ia serie (1) (o de (1°)). Si existe un li- 
mite finito 
lím S,=S, 10) 


se dice que la serio (1) converge hacia ol número $ y so denomina S 
suma de la serio. Al mismo tiempo se anotan para expresar lo dicho 


SL hate. 


Si el límite de Jas sumas parciales S, (para n — co) de la serio 
(4) no existe o es igual a co, entonces la serio (1) so lama divergente, 

Supongamos ahora que Ja función f tiene derivadas de cualquier 
orden en el entorno del punto zo. Para tal función puode formarse 
una serie de la siguiente form: 


A a aa. (3) 


o bien, en la forma más brove, 


w j 
D pr 8) 
E 

Para cada valor de z dicha serie puede convergir o divergir. Un 
conjunto de puntos z, para los cuales la serie (3) converge, lleva 
el nombre de dominio de convergencia de dicha serie. Independiente- 
mente de si es convorgente o divergente la serie dada se denomina 
serie de Taylor de la función f en potencias de x— zp. Si zọ=0 

la serie correspondiente se llama a veces serie de Maclaurin. 
Es de interés especial el caso en que la serie de Taylor de la fun- 
ción f en potencias de (z — ze) converge en cierto entorno del punto 
Zo y, además, hacia la misma función f (x). Si esto tiene lugar, 
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resulta que 
k i) (za) 
1)= 3 Eher, 2E(29—8, 2040), 
i= 
o sea, Ja función f (z) es una suma de su serie de Taylor en cierto 
entorno del punto ze, para todo valor de z€ (xy — 8, zp + ô). 
En este caso se dice que la función f (x) se desarrolla en la serie 
de Taylor en potencias de (x — 24) convergente hacia si misma. 
reonema i. Si la función / tiene en el segmento [zo — Ô, 
zo + 5) derivadas de cualquier orden y el residuo de su fórmula de 
Taylor en el segmento mencionado tiende a cero para n=» o% 


lím r,(z)=0, z€ lro — ô, zo + ôl, 6) 


entonces. f se desarrolla en una serie de Taylor en el mismo segmento 
que converge hacia la misma función f. 

Demostración, Supongamos que la función / tiene en el seg- 
mento [zo — 8, zy +ô) derivadas de cualquier orden. Entonces 
dichas derivadas son continuas en [zo — 6, za + 8), puesto que, 
si / tiene la derivada 0 en [zp — 6, zp + ô), la derivada ¡0-0 
será continua en [zo — Ô, za + ôl. 

Por eso para nuestra función tiene sentido la fórmula de Taylor 


te= Ehen), Yn, 2El2,-0, 29401 
5 


En este caso, en virtud de (4), 


lim Y OEL eaa lim 1era (2) = 
E 


es decir, on tales circunstancias el polinomio de Taylor de la fun- 
ción j (z) (en potencias de z— ze) tiendo, para n- œ, hacia la 
misma función: 


lim Y) E a = (2) Elos, tâl (5) 
> km0 


Esto implica que la serie de Taylor de la función f (z) converge en 
[zo — ô, zo + ô] y tiene a título de su suma f (z)? 


t=) LE (ap), 2El298, t+ ôl 
S 


El teorema queda así demostrado. 
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El teorema que sigue nos proporciona un criterio, simplo y sufi- 
ciento, de convergencia hacia cero del residuo de la fórmula de 
Taylor. 

Teorema 2 Si la función f tiene en el segmento [zp — ô, 
Zo + ô] lasiderivadas de orden acotadas por un mismo número 
(11% () 1<M, n=0, 4, ns Zo — Ò LIL to +0), el re 
síduo de su fórmula de Fagor en dicho segmento tiende, para n= oo, 

ia cero: 


lím r, (2)=0. (6) 


Demostración. Haciendo uso de la fórmula de Lagrange para 
el término residual, tenemos 


me oo <a o 


(e € (zo 2), M > 1/0 (2) |, Va y 122 1<0). 
Por cuanto el segundo miombro en (7) tiendo a cero para n -+ 00 
(véase el $ 2,5, (5), tiene lugar (6). 
$ 4,16. Fórmulas y series de Taylor 


de las funciones 
elementales 


4. /(x)=e. Esta función es infinitamente diferenciable (tiene 
derivadas de cualquier orden ) en (—oo, oo). Además, 


[00 (2) = e, [00 (0) = 1 (k = 0, 4, ...), 10D ()=é. 


La fórmula de Taylor con término residual en forma de Lagrange 
tiene por expresión 


e= Hera rl Oh 0 
E 


donde z puede ser tanto positivo, como negativo. En el segmento 
1-4, 4), 4>0, 


TOR n> o (2) 
Esto prucha (véase teorema 1, del $ 4.15) que la función e* se desa- 


rrolla sobre [—4, A] en una serie de Taylor en potencias de z (serie 
de Maclaurin), la cual ¡converge hacia la misma función: 


e. B) 
e 
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Poro A > 0 os un número arbitrario, por lo cual esta igualdad so 
verifica en todo el eje real (x€(—oo, co). En el caso dado 
1) l=] |< eå (k =0, 4, 2, en el segmento [—A, A] 
y para obtener la igualdad (3), se podría aprovechar el teorema 2 
del $ 4.15. 

Calculemos el número e con un error inferior a 0,001. Tenemos 
(véase (1). 


e= Y) Foral), (Q) 
E) 


donde 


(5) 


Conviene olegir n tan grande que se verifique 
ra (= -pfr <00 (0<e<1). 
Por cuanto e* < 3, será suficiente con este fin resolver la desigualdad 


3/(n + 1)1 < 0,001. Dicha desigualdad se cumple para n=6. 
Por consiguionto, 


er + p=2.718 
con un error inferior a 0,001. 
Observación. Ya que 1 <e <3 para 0 <e < 1, entonces para n> 2 


e 
tenemos ` ) = B, donde 0 < 0 < 1. Por eso la igualdad (4) podemos 
escribir on la forma siguiente: 


Esta fórmula se ha utilizado (en el $ 2.6, fórmula [3]) para demostrar la 
A EA E A 


2. y=sen z. Esta función tiene derivada de cualquier orden y 
1 (sen z)™ 1= |sen (2+4) [<4 Vk, 
Por eso, según el teorema 2, la función sen z se desarrolla en una 


serie de Taylor on potencias de z, la cual converge en (—o, o0) 
hacio la misma función: 


ERA -5 pan 
o — ti 1 MA 
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se necesita tomar en consideración que 
para n=2k, 
para n=2k+44. 


La fórmula de Taylor en potencias de z de la función sen z tiene 
por expresión 


2 o 
ser H(t Hat (6) 


A a 


dondo 
a+ 
Ta (2) Ran 0<0<1t. 


Do aquí se deduce que 
Tawlz)=0(2%%) 


cn Ne. 


3. y=cosz. Por analogía completa podemos obtener que 


cost PA e 


$ m 
=) ar: 
io 


EIEMPLO 1. Hálleso lím STATE, 
Tenemos p: 
sonz=z— +o (2°), m 
rozón por la cual 
sonz—= 212) E 
AA THD +r 
o sen, 
some. 


lip =E m +. 

El residuo en (7) tiene en realidad la forma o (2). Pero nos resulta 
Sa 

suficiente o (2). Hay que tener en cuenta que si una función de z 

es ojat) sorá también o (>), (pero no viceversa, en el caso generali) 


4/ La función f (z) = În (1 + 2) está definida y es diforenciable 
tantas veces como se quiera cuando z > —1. Por tanto la fórmula 
de Taylor para ella puede escribirso con cualquier 2=1, 2, .. . 
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cuando z>-—1. Ya que 


0 D, 


la fórmula de Taylor por expresión 
A Z +ra la). 


FOO) =(—1)"(n—1)1, 


Emploando las formas de Lagrange y de Cauchy del término resi- 
dual, se puede mostrar que 


lím ra (z) =0 para 1<z<1. 


Pos eso la función In (1 + z) se desarrolla sobro el intervalo 
mencionado en una serie de Taylor en potencias de z: 


lo (+2) Y (AZ (<A) 
a 


5. La función f (2) = (1 + 2)". Para esta función 
{M (z) = m (m— 1)... (m— n +1) (142, 
{M (0) =m(m— 1)... (m— n + 1). 


La fórmula de Taylor en potencias de z tiene la forma siguiente 


(mt ma ay.. 


y Ml). (m=) 


ar, (2) 


Se puedo demostrar que para m cualquiera 
lím r, (z) =0 (—1<z< 1). 


Por oso para cualquier m real tiene lugar un desarrollo de la función 
(1 + 2)" on una serie de Taylor en potencias de z 


Utama AA (8) 
io 


Si m es natural, la función (1 + z)" es un polinomio. En este 
caso r, (z) = 0 para n > m y la serio en el segundo miembro de (8) 
a, una suma finita, esto es, un polinomio de Taylor (véase 
el § 4.14). 


$ 4:47, Extremo local de una función 159 


Calcúlese el límite (mn, m30, n 0) 


PEE iis titw- (teta) _ 
o od 


E) te 
is - 


i t pg 
=i se (5). 
EJEMPLO 3. 

= a +o (z?) z (1+a2+0 (2) 
NN ze 
by > =a E 
1 
—($+2) +o 
apa AEE ELA E -ie 


§ 4.17. Extremo local 
de una función 


La definición de extremo local se ha dado al principio del $ 4.12. 
Es evidente que se le puede comunicar también la siguiente forma, 

Una función y = f (z) alcanza en el punto c su máximo (mínimo) 
local, si se puede indicar tal 6 > 0 que el incremento de la función 
Ay en el punto c satisfaga la desigualdad 


Ay=f(2)—1()<0, VWrE(c—ó, c+ 6) 


(Ay = f (2) — f 6) > 0, yx € le — ô, c + 8), respectivamente). 

Según ol teorema de Format (véase ol $ 4.12), si una función f 
alcanza en el punto x, un extremo local y en dicho punto existe la 
derivada f' (zp), la última será igual a cero: 


P (1) =0. 


Por definición, el punto x, se denomina estacionario para la fun- 
ción f, si la derivada de f en él existe y es igual a cero (f (ze) = 0). 

Sien cierto intervalo (a, b) está prefijada una función f y se pide 
hallar todos sus puntos de extremo local, se debe buscarlos, evidente- 
mente y en primer lugar entre los puntos estacionarios, es decir, 
entre aquéllos en los que la derivada f’ existe, siendo igual a cero, 
y, on segundo lugar, entre los puntos en los cuales f no tiene deriva- 
da, siempre que dichos puntos realmente existen. Los puntos esta- 
cionarios se hallan partiendo de la igualdad 


1'()=0, (1) 


que ha de ser resuelta. Por supuesto, no todo punto estacionario de 
la función f es un punto do extremo local de f. 
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La condición (1) es necesaria para que la función diferenciable f 
tenga extromo local en el punto z, pero no es suificiente, Por ejemplo, 
x= 0 es un punto estacionario de la función 2°, pero la función es 
creciente en él. 

Es obvio también que no todo punto, donde f está privada de 
derivada, será un punto de extremo local de f. 

De todas formas, si se conoce de antemano que zo es un punto 
estacionario o un punto en el que la derivada de f no existe, hacen 
falta los criterios de reconocimiento si z, es realmente un punto del 
extremo local y, siendo así, si será un punto de máximo local o de 
mo local. 

a Nia abajo se dan a conocer los criterios suficientes de extremo 
local, 

TEOREMA i Sea xy un punto estacionario de la función f (es 
decir, f' (z) = 0) y supongamos que f tiene la segunda derivada 
contínua en un entorno del punto x,. Entonces: 

si f" (za) < 0, el punto xy será el de máximo local de f; en cambio, 
st j” (£o) >0, en zo tenemos un mínimo local de f. 

Demostración. Desarrollemos f según la fórmula de Taylor 
en potencias de siendo n = 1. Como /' (<p) = 0, la fórmula 
de Taylor de la función f on el entorno del punto 2, tiene por expre- 
sión 


Mt EE po), cElen 2). B 


En esta fórmula puede ser que z æ zg. 


Sea 1" (2) < 0. Por cuanto la derivada j” es, por hipótesis, con- 
tinua en el entorno del punto xy, existe un ô > Ô tal que 


F'()<0, Vz E (za — ô, zo +0). 
Mas, en este caso el término residual en la fórmula (2) 
EEPO VzE(e—0, 2940) 
muestra lo que 
Ay=F()—1()<0, VzE (ra — 8, zo +0), 


es decir, f tiene en zp un máximo local. 

Análogamente, si f” (z,) > 0, entonces /” (z) > 0 en cierto entor- 
no de zo y f” (c) > O. Por eso el término residual de la fórmula (2) 
en el entorno de z, es no negativo, y junto con él también Ay = 
= f (2) — f (2o) >0, es decir f tiene en xy un mínimo local. 

EJEMPLO t. y = z? + 5, y' = 2r, z= 0 es un punto estaciona- 
rio; y’ = 2> 0 para cualquier z, por consiguiente, en el punto 
x = 0. Quiere decir, en el punto z =0 hay un mínimo local. 
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Observación 4. Si 
1) =0 y f (2) =0, (8) 


la función f puede tener extremo y no tenerlo en el punto zp. Por 
ojemplo, las funciones z? y 2* satisfacen las condiciones (3) on el 
punto xp = 0, poro la primera de ellas no tiene extromo on dicho 
punto, mientras que la segunda lo tiene y este extremo es un mínimo. 

TEOREMA 2, Sea f (2) = f" (2)=...=/W(2)=0 y su 
pongamos que [0*0 (xo) 3 0 y es continua en el entorno del punto 
y; entonces: 

si (n + 1) es par y [00 (zp) < 0, en el punto z f tiene un máximo 


al; 
si (n + 4) es par y [00 (z,) >0, en el punto z, f tiene un mi- 
nimo local; 


si (n + 1) es impar y [09 (2) #0, entonces a ciencia cierta f 
no tiene en zp extremo local. 

La demostración de este teorema so basa también en la aplica: 
ción de la fórmula de Taylor. Tenemos 


(aan 
Hete = EM (E), ¿Elan 2) Q) 
En el caso en que (n + 1) es par, razonamos sumamente igual que 
en el caso de la fórmula (2). Sea ahora (n -+ 1) impar y sea, según 
se supuso, J(%*1) (z4) + O. Por ser /01*) continua, en el entorno de zo 
existe un intervalo (zo — 5, zp + 6), en el cual f0*1 (z) conserva 
elfsigno de [1*0 (x). Si x crece en el entorno de zo de izquierda a de- 
recha, entonces al pasar por zp cambiará de signo (z — zọ)"*0, 
mientras que /(%*1) (c) conservará un mismo signo. Esto es indicio de 
que el segundo miembro de (4) y, por tanto, Ay = f (z) — f (zo) 
cambia de signo, cuando z pasa por Tọ, y on zọ resulta imposible un 
extremo. 

TEOREMA 3. Supongamos que la función f es continua en el 
segmento [xy — 6, zo +ô] y tiene la derivada f' (2) en el intervalo 
(ča — $, 70) y en el (zo, 70 + 8). Además, 


f (2) >0 (<0) en (zo — ô, zo), (5) 

f ()<0 (20) en (zo zo + 8). (6) 

Entonces, zo es un punto de mázimo (mínimo) local de la función f. 
La suposición do que f’ (zp) existe no es obligatoria aquí. 

Demostración. De la continuidad de f en el segmento 

Iz, — 8, zo) y de la propiedad (5) so deduce (véase ol teorema 5 del 

$ 4.12) que f no decrece (no crece) en dicho segmento y, por lo tanto, 

1 (20) — f (2) >0 (<0) para z € [zo — ô, zol. (o) 


11-o1380 
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Mientras tanto de la continuidad de f en Ize, zo + ôl y de Ja pro- 
piedad (6) se desprende (véase el mismo teorema 5 del $4.12) 
$ (2) — $ (2) < O (20) para z € lzo zo +8l. (8) 
Si esto es así, de (7) y (8) proviene: 
1 (2) < f (za) U (2) > f (0) para Vz E lza — 6, zo + Ôl, 
y queda demostrado el teorema 3. 


El teorema 3 afirma que si la primera derivada de la función f 
cambia de signo al pasar por el punto zo, la función f tiene en dicho 


Fig. 52 Fig. 58 


punto un mínimo (fig. 52), siompre que el signo menos se troca (jal 
crecer x!) en el más, y un máximo (fig. 53), si el signo más se cambia 
en el menos. En esto caso no es obligatorio que f' (zo) exista, No 
obstante se requiere que f sea continua en el punto zy. Examíneso 
la función 

ia 7<0 


10 TA a 


PIBMPLO 2 La función yega Y Fe 

Vemos que y’ > 0 cuando z< 0, y' < Ô cuando z > 0. y, ade- 
más, y es continua en el punto z = Ó, puesto quo, de acuerdo con el 
teorema 3, la función y tiene en el punto z = O un máximo local. 
La función está privada de otros extremos locales. 


EJEMPLO 3. La función y =2—0* (1002) (240), y (0=2 os 


continua en el punto z = 0 y tiene máximo local: y (z) < 2 = y (0), Vz. Sin 
embargo, no se puede elegir un entorno del punto z = 0 de modo tal que para 
=<0 in función crezca en dicho punto y decrezca, para z> 0. 
En electo, 
4 


y =—22 (icon L) cos E (RO, 


h (dom 1). 
O A 


$ 4:18. Valores extremales de una función 103 


Cuando x son pequeños, el sumando 2z (1—senf) os tan pequeño como se 
quiera, por lo cual el signo de la derivada y’ depende de cos .Cuando z — 0, 


cos È toma los valores 41 tantas veces como se quiera. Resulta que, en todo 
entorno del punto z = 0 la función es oscilante. 


TEOREMA 4. Supongamos que la función j satisface las condiciones 
Y (xp) = 0 y j" (20) >Ô (<0). Entonces, j tiene en el punto zp un 
mínimo (máximo) local. 

Demostración. Por cuanto 


Y (2) = im LOL 68 tim 42 _>0, 
ms P= xez, $0 


llegamos a que, en virtud del teorema 2 del $ 3,2, pa >0 on 


un entorno suficientemente pequeño del punto zo, es decir, f’ (2) < 0 
para x < za y f' (z) >O, para z > zo. Teniendo presente el teoro- 
ma 3, concluimos que en el punto xy hay un mínimo local. El caso 
en que /” (z) < 0 se examina del modo análogo. 

Ibservación 1. El teorema 4 contiene en sí el teorema 1 como 
un caso particular, puesto que no se supone en él que f” (z) sea conti- 
mua on ol entorno del punto zp. Se requiere sólo la existencia de 


f (zo). 


$ 4.18. Valores extremales 
de una función en un segmento 


Supongamos que so pido hallar un máximo (mínimo) de la fun- 
ción f, continua en el segmento (a, b]. El hecho de que / alcanza su 
máximo (mínimo) sobro [a, b) en cierto punto xy € la, b] fue do- 
mostrado en ol teorema 2 del $ 3.5. 

ten sólo tres posibilidades: 1) xy = a, 2) xy = b, 3) zo Ç 
€ (a, b). 

Si za € (a, b), entonces, de acuerdo con lo dicho en el párrafo 
antecedente (4.47), el punto x, será un punto de extremo local y so 
debe buscarlo o bien entro los puntos estacionarios o bien entre log 
puntos, en los cuales la derivada no existe. 

Si los puntos mencionados forman un conjunto finito Zm; 

+ «y Zm, Se tieno 


miz} (2) = máx {f (a), f (b), f (20), © © «+ 1 (2m)) 


selo, è 
mín (f (z) = min {f (a), f (b), f (31) ++» 1 (2m)) + 


xeta, b) 
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Ha de notarse que aquí no hay necesidad de aclarar el carácter 
de los puntos estacionarios, si nuestro objetivo consiste sólo en en- 
contrar un máximo (mínimo) de la función f en fa, bl 

esempLo 1. Hállense el valor máximo y el valor mínimo de 
la función 

y (2) = sen z + cos z en [0, al. 

Encontramos la derivada: w' (z) = cos z — sen z, Igualámosla 

a cero: 
cos z — sen z = 0. 


Esta ecuación tiene en el segmento [0, x] una única solución z = 
= n/4. Por cuanto y (0) = 1, (1/4) = VZ, y (1) = —1, tenemos 


a eV a toei 


Esemrio 2 Supongamos que una lámpara eléctrica puedo 
desplazarse a lo largo de la vertical OB (el eje A). En un plano per- 
pondienlar a OB tomemos un punto A (en el eje 2)¿A qué 
tura debo suspenderso la bombilla, para 
que en ol punto A resulte la mejor ilumi- 
nación (fig. 54)? 
Solución. Dispondremos la lámpara en 
el punto B y sea AB = r, OB =h, ÔA = a, 
£Z 0AB = q. So sabe que la iluminación Y 
en el punto A se determina según la ley 
I =c22., donde e es un coeficiente de 


proporcionalidad. Vamos a considerar h 
como el argumento de la función /. Por 


cuanto r° = h? + at, sen p =z, resulta 
que 7 (h) = cg s 


Conforme al sentido del problem: 
valor máximo de esta función. / (0) 


EA + 
0<h< oo. Hallemos el 
I (œ) = 01). Luego 


10) Er para h=a/Y/ 2. 


Ya que 1 (a//2 =2c/3/3 0* > 0, la función 1 (h) toma su valor 
máximo en el punto A = a// Z. 
De este modo, la lámpara debe suspenderse a la altura de A = 


=dy2 
2) En el caso dado 7 (00) = lim 7 (h) 
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$ 4.19. Convexidad de una curva, 
Puntos de inflexión 


Se dice que la curca y = f (z) gira su convezidad hacia las y post- 
tivas (negativas) en el punto zp, si existe un entorno de Tọ tal que 
para todos los puntos de este entorno una tangente a la curva en el 
punto za (es decir, en ol punto que tiene abscisa z) está dispuesta 
por arriba (por debajo) de la propia curva (on la fig. 55 la curva gira 
su convexidad hacia las y negativas en el punto zı, y hacia las y 
positivas en el punto z,). En lugar de las palabras «convexa hacia 
las y positivas (negativas)» se emplean 
también las expresiones «cóncava hacia Y! 
las y negativas (positivas)». 

Suelo decieso que zo es un punto de | 
inflexión de la curva y = f (2), si al pasar j 
z por el valor de xy un punto de la curva | 
(de abscisa 2) pasa de un lado de la 
tangente al otro lado (en la fig. 55 z4 es 


precisamente un punto de inflexión). -zi nj 
En otras palabras, existe tal 3>0, AAA 
suficientemente pequeño, que para todo Fig. 55 


z € (z — 8, 29) la curva se dispone por 
un lado de la tangente en el punto za, y para todo'z € (Za, Zo -+ Ô), 
por otro lado de la misma. 

Las definiciones citadas indican las disposiciones posibles de 1 
curva respecto de la tangente a ésta en un entorno suficientemen 
pequeño del punto do tangencia. Pero no se debe pensar que estas 
definiciones agotan todos los casos posibles de tal disposición. 


Para la función 
o, z=0, 
Ta aent, z#0, 


el eje z corta la gráfica de la función y es tangente a la misma en ol 
punto x = 0, y z = 0 no es un punto de inflexión. 

teorema i Si una función f tiene en el punto xp la segunda 
derivada continua y f' (2) >0 (<0). la curva y = f (x) gira su 
convezidad en xp hacia las y negativas (positivas). 

Demostración. Desarrollamos f en un entorno de z= z, 
según la fórmula de Taylor 


1) =1() +1 (6) (62) +11 (0, 
ap (a) + O(a) (001. 


n= 
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Escribamos la ecuación de la tangente a nuestra curva en un 
Punto cuya abscisa es 


Y = f (20) + f' (20) (2 — zo). 
En tal caso la curva j excede de la tangente a la misma en el punto zy 
a una magnitud igual a 

tY =n (2). 

De este modo, ol resto r, (z) es igual a la magnitud en que la cur- 
va f supora la tangente a ella en el punto zo. Por ser f” continua, 
si j” (zo) >0, entonces también /” (xo +0 (z — zo)) > 0 para z 
pertenecientes a un entorno suficientemente pequeño del punto zo, 
y por esta razón resulta evidente que también 7, (z) > 0 para cual- 
quier valor de z (perteneciente al entorno mencionado) distinto 
de zo. Esto significa que la gráfica de la función so dispone por 
arriba de la tangente y la curva gira su convexidad en zp hacia 
las Pa psgstivas 

álogamente, si f” (xo) < 0, entonces r, (z) < 0 para cualquier 
valor de z (distinto de zp), pertenccionte a cierto entorno del pun- 
to zo, es decir, la gráfica de la función está dispuesta por debajo 
de Ja tangente y en ze la cueva gira su convexidad hacia las y posi- 
tivas. 

COROLARIO. Sizo es un punto de inflexión de la curva y = f (x) 
y en este punto existe la segunda derivada f” (zp), la última es forzosa- 
mente igual a cero (f" (29) = 0). 

Dicho corolario se usa prácticamente así: al buscar los puntos 
de inflexión do una curva dos veces diforenciable y = f (z), se deter- 
minan éstos entre las raíces de la ecuación J” (z) = 0. 

Una condición suficiente para la existencia del punto de infle- 
xión de una curva la proporciona el siguionte teorema. 

morena 2 Si la función f es de tal índole que la derivada f” 
es continua en xo, y f” (29) = O, mientras que f" (xp) sf 0, la curva 
y = f (z) tiene en x, un punto de inflexión. 

Demostración. En este caso 


$ (5) = f (20) + f (2) (© — za) + ra (2), 


np (240 (2—2). 


Puesto que la derivada f”” es continua en z, y teniendo presente que 
$ (29) 0, deducimos que 7” (zy + 8 (z — zo)) conserva intacto 
el signo en cierto entorno del punto zo; es el mismo a la derecha 
la izquierda del punto zo. Por otra parto, el factor (z — 2p)* cambia 
de signo cuando z pasa por zp. y junto con el mencionado factor cam- 
bia de signo, cuando z pasa por zy, la magnitud r, (z) (que es igual 
al exceso del punto de la curva respecto de la tangente a la misma 
en zo). Esto es precisamente lo que demuestra el teorema. 
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Enunciemos un teorema más general: 
TEOREMA 9. Supongamos que la función f posee las siguientes 
propiedades: 
FE) =.. EO (1) =0, 
fO (2) es continua en zo y [0% (zo) 20, 
Entonces, si n es un número impar, la curva y = f (2) gira su con- 
vexidad hacia las y positivas o hacia las y negativas, según sea 


G Y 


Å 
ES diz a 
Fig 56 Fig. 57 


$00 (2) <0, 6 09 (z) >0, y si nes par, zo será un punto 
de inflexión de la curva. 

La demostración está basada en que tiene lugar, en Jas condi- 
ciones citadas, un desarrollo según la fórmula de Taylor 


eeter E (ez). 


Como conclusión observemos que se dice, además, que la curva 
y = f (2) tiene un punto de inflexión en el punto z, donde la deri- 
vada f’ es igual a +o Ó a —oo (véanse las figs. 40 y 41 del $42). 

Por definición, una curva y = f (z) se denomina conveza hacia 
las y positivas (hacía las y negativas) en el segmento la, si cualquier 
arco de dicha curva con extremos en los puntos de abscisas Zi, Za 
(a < z, < za < b) está dispuesto no más abajo (no más arriba) de la 
cuerda que une los extremos del arco (figs. 56 y 57). 

Observación. Si f es diferonciable en la, bl, la definición aducida 
de convexidad en un segmento es equivalente a la siguiente: una 
curva y = f (z) se lama conveza hacia las y positivas (hacia las y negi 
tivas) en el segmento la, b) si es convexa hacia las y positivas (nogati- 
vas) en cada punto z del intervalo (a, b). 

TEOREMA 4. Sea f una función continua en la, bl y tiene en 
(a, b) una derivada de segundo orden. 

Para que una curva y = f (z) sea conveza hacia las y positivas 
(negativas) en la, bl, es necesario y suficiente que se verifique la de- 
sigualdad f” (z) < 0 (1 (2) > 0) para cualquier z € (a, b). 

Omitimos aquí la demostración de este teorema, 
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esempLo 1 La función y = sen z tiene primera derivada conti- 
nua y la segunda derivada (sen z)" = —sen z < 0 en [0, 2/2]. 
Por eso la cuerda OA que une los extremos del arco de la curva 
y = sen z en [0, 1/2) se dispone por debajo de la sinusoide (fig. 58). 
Como que la ecuación de la cuerda es y = (2/x) z, se ha obtenido 
pues la desigualdad 


rsss, 0<2<a/, 
que es de frecuente uso en el análisis matemático. 


EJEMPLO? y= m + 3a? = r? (z 3); y = 3a? + Ga, y 
= 0 para z = 0, z = —2; y” = 6z + 6, y’ (0) = 6 > 0, y” (—2) = 


Fig. 59 


= —6 < 0, y” = O para z = —1; y” = 6 + 0. Puesto que y"'(z) = 
= 6 0, en el punto z = —1 hay una inflexión, Luego, siendo 
æ> —1, y” (z) >0, cuando z< —1, y” (z) < 0. Ahora, la gráfica 
de la función (fig. 59) gira su convexidad hacia las y positivas en 
(—co, —4) y hacia las y negativas en (—1, 00); z == 0 es el punto 
de mínimo, z = —2 es el punto de máximo. 


$ 4.20. Asíntota 
de la gráfica de una función 


Se dice que la recta z = a es una asintota vertical de la gráfica 
de una función continua y = f (z), si por lo menos uno de los límites 


lím f (2) o bien lim / (2) 
ž ES 


es igual a o. 

Si la función y = f (z) viene dofinida para 2 >M (z< M), 

dicen que la recta Y = kr + b es una asintota oblicua de la curva 

continua y = f (z) cuando z —> +o (z > —00), siempre que f (z) = 

= ke + b+ a(z), donde lím @æ(z)=0 (es decir, |f (z) — 
ct 


—ke — b | es un infinitésialo cuando z— + oo (£> —00). 
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mempLo 1 y= 1s (fig. 60): z=0 es una asintota vertical, 
puesto que 


muro? y= 24 (e 0). 


EZ 0, la recta Y=z(fig.61) es una asin- 


Por cuanto lí: 


Fig. 60 Fig. 01 


Emmo s. y=VZ (2>0). Está claro que VZ— kr —b 
no tiendo a cero cuando z— +00, cualesquiera que sean k y b, 
y esto significa que la función y = Y Z no tiene asíntotas oblicuas. 

TEOREMA. Para que la gráfica de una función y = f (z) tenga 
una asintota oblicua cuando x=» +00 (z—> —00), es necesario y su- 
ficiente que existan los límites finitos 


lím LL =k, lim [f(2)—k2]=0, a) 
to pares 
y, en este caso, la recta Y = kz + b será una asintota. 
Demostración. 1) Supongamos que la función f (z) tieno una 

asíntota oblicua para z-» +00, Y = kz + b. Entonces, f (1) = 
= kz +b + a (z), donde a (z)— 0, > +00. De aquí 

lim L2 - Iim [k +4+20]=s, 

ato Žž a+ e s 


lím (/(2)—k2]= lím (6+a(2)]=5. 
to + 
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2) Supongamos que los límites citados en el teorema existen 
para z — + co; de la segunda igualdad, por definición de un límite, 
tenemos 


1 (£) — kz — b = a (z), donde a (z)— 0 cuando z— +00, 


es decir, f (2) = kz + b + a (z). Quiere decir, la recta Y = kz + b 
es nna asíntota oblicua para z— +00. En ol caso en que 2 —oo 
los razonamientos son iguales. 

Si k = 0, la asíntota se llama horizontal. 

Observación. La existencia de dos límites finitos (1) es esencial, 


pues para la función y =V3 (z>0), lím KĒ =0 = k, pero 
e-+ 

lím [Vz —0-z] = œ, es decir, b= œ, y esta función no 

Paros 

tiene asíntotas. 


01:38 puede ofrecer también la siguiente definición equivalente de la asintota 
oblicua. 

Si la distancla p (2) entre un punto A (z, f (x) de la curva contínua y = f (2) 
y la recta y = kz + b tiende a cero cuando z — +00 (z -» —00), la recta dada 
se llamará asintota oblicua de esta curva para z —— boo (z —0o). 

En efecto, por el curso de geometría analítica se conoce que la distancia 
desde un punto (z, / (z)) hasta la recta y = kz + b se expresa mediante uno 
fórmula 

pim l f (krb 1) VEF, 


de donde del hecho de que | 7 (z) — kz — b | —0 se deduce que p (z) ~ 0, 
y viceversa. 
EJEMPLO 4 Aclárese si tiene asíatotas la hipérbola 


fimi (lz]>a, a>b>0). 
Al rosolvor la ecuación dada respecto de y, tendromos 


De aquí 
im bostim VEE nht 
e fert 

Luego, 

ta [v(+++)]= 


2 Pa. Ez e 
E 1182 Aa VaT 


Do este modo, de conformidad con el teorema demostrado, las 
cectas 


y= tz 
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son las asíntotas de nuestra curva, con la particularidad de que el 
signo + se rofiere a la mitad derecha superior de la hipérbola, y el 
signo —, a la mitad derecha inferior do la curva. 

Debido a la simetría se pone claro que estas rectas son asíntotas 
también para z — — co. En este último caso el signo + corresponde 


Fig. 62 


a una parte de la hipérbola que se encuentra en el torcer cuadrante 
y el signo —, a otra parte de la hipérbola dispuesta en el segundo 
cuadrante (fig. 62). 


$ 4.21. Curva continua y suave 

Las ecuaciones 
2=q (t), 
=+) 


donde y y Y son unas funciones continuas en (a, b), definen cierta 
curva continua definida con ayuda del parámetro t, es decir, un lugar 
geométrico do puntos (q (t), % (£)) ordenados mediante ol parámetro 
t € (a, b). Cuando t crece, el punto (9 (£), y (£)) so desplaza por un 
plano. No está excluido que a los diferentes £ (t, y 14) les corresponde 
un mismo punto del plano: (9 (41), 3p (t1)) = (9 (tx), y (ts)). 

La curva continua (1) se donomina suave, si las funciones q (t) 
Y 1 (t) tienen derivada continua en (a, b) y si se verifica la designal- 
dad 


} (a<t<b), a) 


g (P +o (>O, VE (a, b). (2) 


Designemos la curva (1) con P. Sea tẹ € (a, b). En virtud de la 
condición (2), uno de los números q” (to), W (to) es distinto de cero. 
Sea, para concretar, q” (tẹ) = 0. Entonces, por ser continua q” (t), 
existe un intervalo (ty — 6, te + 8), en el cual q' (£) conserva el 
signo de q” (to). Por consiguiente, q (t) es estrictamente monótona 
en [ty — 6, to + 8] y, además, como ya sabemos, es continuamente 
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diferenciable. En tal caso la función z = ọ (t) tiene su inversa 

t= q7 (a) =g (2), zE (e, d) B 
que es estrictamente monótona y continuamente diforonciable en 
cierto intervalo (e, d) el que representa un entorno del punto z, = 
= 0 (to). 

Al Sustituir la expresión para £ en la segunda ecuación de (1), 
llegamos a que el trozo y de nuestra curva T. correspondiente al 
intervalo (fe — Ô, te + 6), se describe por una función continua- 
mente diferenciable (véase el $ 4.4, teorema 1) 


y=F()=vl0" (a)l, 2€(,d, (4) 


por lo cual en todo punto de y existe una tangente no paralela al 
eje y. Es evidente que los puntos de y se proyectan unfvocamento 
sobre el ejo z. 

Si, ahora, y” (tp) +0, entonces, gracias a los razonamientos 
análogos, llegamos a que el trozo y, de la curva T, correspondiente 
al intervalo suficientemente pequeño 
(to — 8, to + 6), se describe por una 
función continuamente diforenciable 


z= O (y) = 9 ly" (Mi. 
y € len, dy). (5) 


De aquí so deduco que también en este 
caso cualquier punto de y, dispone de 
Fig. 63 una tangente que esta vez no es para- 
lela al eje z. 

Así puos, on cualquier punto do la curva suave T existe una tan- 

gente la cual puede ser paralela a uno do los ejes coordenados. 
rempo. Las ecuaciones 
z=acost, 
y=bsent 


determinan en la forma paramétrica una curva que es la elipse cuyos 
somiejos son a y b (fig. 63). 

Es una curva suave, puesto que las funciones z = a cos t, y == 
= b sen £ tienen derivadas continuas que no son nulas simultánea- 
mente: 

(2 (07 + (y (09) = (a sen t)? + (b cos t)? > 
> b (sont t + cost) = b> 0 (0<b<a). 

Los puntos A, B, C, D (véase la fig. 63) dividen la elipse on 
cuatro trozos suaves, cada uno de los cuales se proyecta biunívoca- 
mente o bien sobre el eje z, o bien sobre el eje y. 


} (—o<t<o0) 
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$ 4.22, Esquema de construcción 
de la gráfica de una función 


4.22.1. Gráfica en el sistema cartesiano de coordenadas 
se juiere imaginar, en rasgos generales, la gráfica de la 
función y = f (2), sirven do ayuda las siguientes indicaciones. 

1. Se halla el campo Q de valores z, donde Ja función f está 
definida. 

2. Se hallan los puntos zı, Zo,» dondo f (2) = O, o la dori- 
vada no existe, en particular, es igual a co. Se calculan los valores 
de f en los puntos citados: f (2;), f (za), - - -, siempre que existen 
y se determina si son o no éstos los puntos do máximo o de mínimo. 
Si f no está definida en alguno de los puntos z,, resulta importante 
saber los límites de f (za — 0), f (z4 + 0); es importante también 
doterminar los límites 


(- 00) = lím $ (2), f (+0) = liaj e) 


si ollos tienen sentido. 

3, Se divide el campo £ mediante los puntos z, en los intervalos 
(a, 6), en cada uno de los cuales f’ (z) +4 0. Entre ellos pueden haber 
Jos intervalos infinitos (de la forma (—co, e) o (d, o 

Vamos a considerar que la derivada f' (z) es continua en cada 
uno de estos intervalos (a, b). Entonces, f' (z) on (a, b) conserva su 
signo. Es esencial aclarar cuál es el signo mencionado, puos sabremos 
si f crece o decrece en (a, b). 

4. Es importante notar en cada intervalo (a, b) los puntos 


Zr fnm oee K=O, 1,2) 


donde f' (z) = 0, y determinar los valores correspondientes de la 
función 


Fla, ade F (En a) +. + 


En estos puntos pueden haber los puntos de infloxión de la curva 
pd į (z). Estos puntos dividen, a sn vez, (a, b) en intervalos, sobre 
los cuales la segunda derivada, si existe, conserva su signo. 

La aclaración de signo de f” (z) presta la posibilidad do conocer 
el caráctor de convexidad de la curva (si gira su convexidad hacia 
las y positivas o hacia las y negativas). 

5. Si es posible, se debe resolver la ecuación f (1) = 0 y determi- 
EA los ¿ntecvalos, en los cuales f conserva su signo (f (z) >0, 

(z) < 0). 
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6. Se resuelve la cuestión sobre la existencia de las asíntotas, es 
decir, se hallan los límites 


lim Lx, lím If (z)—ka]=b 
mio me 
si tales límites existen. 
Teniendo presentes dichos datos, resulta deseable formar vna 
tabla que tenga aproximadamente la siguiente forma: 


Esta tabla se ha formado para la función y = ¿E 


z [0-2 | -2 k-2 =o] a 


(0, 00) 


>0 


docreco 
asíntota 
y=z-1 


>0 


convexa 


convexa 


convexa 


hacia las acia Jas Bacia las hacia las 
Y | y pos | 96X [iy positis vnega- |1| y nogatis 
fas as tivas vas 


Los datos de esta tabla permiten construir la gráfica de dicha 
función y=/ (z) en la forma expuesta en la fig. 64. 
zmo Constrúyase una curva, dada en la forma paramétri 


z=te, 
E } (=0<1<0). a 
Solución. Construyamos primero la gráfica de la función 
æ = tet, Esta función está definida en todo el eje, es continua, no 
acotada y derivable en (—oo, 00); z >O para t > 0; z< 0 para 
t< 0; z=0 para t=0. Luego, z' = (1 + t) e. La ecuación 
x' (t) = 0 tiene una raíz única t = —1. Además, es evidente quo 
Z > O para t > —1; z’ <0 para t < —1. De este modo, la función 
æ (t) crece cuando t > —1 y decrece cuando t < —1. En el punto 
t= —1 la función z(t) tiene un mínimo local, z (—1) = —e“. 
Es evidente que esto es, de hecho, un mínimo en (—oo, 00), 
Investiguemos el carácter de convexidad: z” = (2 + t) e: z” > 0 
para t > —2; 2" < 0 para t < —2; z” (—2) = 0. Quiere decir, en 
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y 


Fig. 64 


gráfica gira su convexidad hacia las y positivas, 
que en (—2, co) gira su convexidad hacía las y negativas, 
t= —2 es el punto do inflexión. 

Luego, 


lím 


—=0, lim [te'—0]=0, 
e 
es decir, z =O es una asíntota horizontal. 

AL tomar en consideración los datos aducidos, podemos construir 
la gráfica de la función en la forma expuesta en la fig. 65a. El campo 
do valores de esta función es X =[—e“, col, 

De un modo sumamente análogo podemos construir la gráfi 
de la función y = te”! (fig. 65b). El campo de valores de esta función 
es Y = (—oo, e~). En (—0o, 1) la función y = te™ crece estricta- 
mente de —os hasta y = e”, en el punto t = 1 alcanza su máximo 
(local en (—co, co) también). En ol intervalo (1, 00) es estrictamen- 
te decreciente hacia cero para t — -+oo y tiene, de este modo, una 
asíntota y = 0 cuando £—> +00. Se distingue también un punto 
t = 2, en el que la curva sufre la inflexión. En (—oo, 2) la curva 
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gira su convexidad hacia las y positivas y en (2, œ), hacia las y 
negativas. 

Ahora pasamos a un problema más difícil en que se pido dibujar 
la gráfica do la curva (1). Designémosla mediante T. Las funciones 
que definen T son continuamente diferenciables tantas veces como 
se quiera. Nos limitaromos a usar el hecho de que dichas funciones 
son dos veces continuamente diferenciables. Observemos que I es 


Fig. 65a Fig. 65b 


una curva suave, puesto que las derivadas (respecto de £) de las 
funciones z = q (1) = te o y =p (1) = te™ no son nulas simultá- 
neamente, 
Designemos mediante T, y Fa las ramas de T, en las cuales z < 0 
rä zo rospoctivamente. De este modo (véanse las figs. 65a 
y 65b), 

T, corresponde a la variación de ¢ € (00, —1), 

T, corresponde a la variación de £ € (—A, 00), 
En T, la función z = q (t) decrece estrictamente de q (—0o) = 0 
a q (1) = —e y puedo ser invertida, mientras que la función 
y = sp (1) es estrictamente creciente de y (—00) = —oo a y (4) = 
= —e. De aquí so deduce que la rama T; se describe por una función 
explícita 


y =4 lo (z), 7El(=e", 0). 

Está expresada en la fig. 66, por debajo del punto A. Cuando £ crece 
de —oo a —1, la abscisa z del punto on I, decrece de O 
mientras que la ordenada y crece de —oo a —e. Puesto que 
= Ô o y' (—1) 30, la tangente en el punto A es paralela al eje 
Además, P se dispone a la derecha de la tangento: es que de la fig. 65a 
so ve que todos los puntos de I tienen la abscisa z > —e”*. 

En cualquier punto ¢ de la curva T, distinto de A, es decir, para 
t —i, la derivada x' (1) 40 y 


Y 4 


a 
ás 


aora o 
tt 2 

o (pr) n2 

C A o ® 
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De donde 


(4) 
Nos interesa ahora el valor de £ = —V Z, al cual corresponde el 
punto B = (Y 2e-V2, —Y/2eV2) ET, 
Do (3) se ve que si t < —Y 2 (es decir, en la parte de T, que está 
más abajo del punto B), entonces yz < Ô, y T, gira su convexidad 


Fig. 66 


hacia las y positivas. En cambio, si —V Z < t < —1 (es decir, en 
el arco AD), entonces yz > 0, y, por tanto, T, gira su convexidad 
hacia las y negativas. Do oste modo, B es el punto de inflexión de T}. 

Pasomos ahora a T, (1 < £ < 00). Como so ve de las figs. 65a 
y 65b, las funciones == q (t) e y =y (£) crecen de modo estricto 
en el intervalo —1 < £ < í, a consecuencia de lo cual podemos decir 
que también la función de z 

y=v (07 eN (e << e) 
es estrictamento creciente. Además, la gráfica do ella en dicho inter- 
valo gira su convexidad hacia las y positivas (véase (3)), lo que viene 
expresado mediante el arco AC <= T,. En cuanto al punto C, en él 
z ' (4) T a 

tenemos y, =0 (u ot ==4=0). y como en dicho 
punto la gráfica gira su convexidad hacia las y positivas, entonces C 
12-01380 
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es un punto del máximo local de la función y (z). Cuando z > e (es 
decir, cuando £ > 1), z (t) crece, mientras que y (f) decrece hacía cero. 
Estoes indicio de que y (z) > O decreciendo. Entonces, z v= 
= VĒ eV? es el punto de inflexión dela gráfica de y (z). Ala izquierda 
de este punto la gráfica es convexa hacia las y positivas y a la dere- 
cha, hacia las y negativas (véase (3). 

4.22.2. Sistema polar de coordenadas 

Definamos en un plano el rayo OL (eje polar) que parte del punto 
O el cual se denomina polo del sistema polar de coordenadas (tig. 67a). 


Fig. 67a Fig. 67b 


La posición de un punto arbitrario A (distinto de O) del plano se 
determina univocamente por un par de números (0, p), denominados 
coordenadas polares, donde p es la distancia entre A y O, y 0 es el 
ángulo formado por OA y OL que se expresa en radianes. Si el ángulo 
8 se mide en el sentido contrahorario a partir de la recta OL, se 
considera positivo y puede variar de 0 a +00. Si el ángulo 0 se mido 
en el sentido horario, se conside: wegativo y puede variar de —oo 
a0. El punto O os exclusivo. So determina por un par de números 
(0, 0). donde 6 es un número arbitrario. 

La dependencia funcional p = f (8), dada en cierto conjunto E 
de valores de 0, puede interpretarse como wn conjunto de puntos 
(0, p) de un plano on el sistema polar de coordenadas, donde 6 € E, 


Muchas curvas en un plano pueden ser descritas en las coordena- 
das polares mediante las funciones correspondientes p = f (8) (w 
formes o multiformes). Es claro que en el dominio de definición do la 
función p = f (0) figuran sólo aquellos valores del ángulo ©, para 
los cuales / (8) >0. 

La construcción de la gráfica de p = f (0) puede realizarse me- 
diante puntos. Dado 0, trazamos un rayo que parte del punto O 
bajo el ángulo © respecto del eje polar y después marcamos en dicho 
rayo el punto A = (0, / (0) de la gráfica de la función que se halla 
a la distancia p = f (0) desde el punto O. 
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La función más simple en el sistema polar de coordenadas es una 
constante p = c. Evidentemente, la gráfica de esta función es una 
circunferencia de radio e y centro en el punto O. 

Otro ejemplo sencillo: p =0 (0 <8 < co) (fig. 67b). Es una 
espiral que se desarrolla del polo O. La flecha en la gráfica indica el 
sentido de movimiento de un punto de la gráfica al crecer el ángulo 0, 


Figo 670 Fig. 674 


Fig. 67e 


La función p = 2% (—0o < 0 < 00) describe on las coordenadas 
polares la espiral de Arquímedes (fig. 67c). Observemos que en esto 
caso p— 0, cuando 8 =>» —o0. 

La función p =2c0s0 ( —-5<0 <$) describe una circun- 


2 
ferencia de radio uno y centro on el punto O, = (0, 1) (véase la 
fig. 67d). 


Por fin, la función 


ay efai, + E), >o, 


describe una recta de tal índole que la perpendicular. trazada sobre 
dicha recta desde el polo O tiono la longitud pe y f l oji 
polar el ángulo O, (fig. 67e). E A EEan E AN 
12e 
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$ 4.23. Función vectorial. 
Vectores de la tangente 
y de la normal 
Definamos en un pleno el sistema rectangular de coordenadas 
(e. y). Las ecuaciones 
z=x(0), 
y=y(b) 
donde z (t) e y (t) son unas funciones continuas en el intervalo (a, b) 


determinan una curva continua I, o sea un conjunto geométrico de 
los puntos (z (t), y (t)) del plano, donde t € (a, b). Se dice también 


| e<:i<o, a) 


Fig. 68 Fig. 09 


la curva T viene prefijada por medio del parámo- 
ión puedo ser dada en la forma vectorial 

r()=x()i+y(07 (1<t<b, a) 
donde i, j son los versores unidades de los ejes, z, y, respectiva- 
mente, y r= r (t) es el radio vector de un punto de T, correspondien- 
te al valor £ del parámetro (fig. 68). 

El vector r (t) se denomina función vectorial (definida parn 
tE (a, b)). 

É A), con este motivo que la curva T es un hodógrafo de la fun- 
ción vectorial r (£), es decir, un lugar geométrico de extremos de los 
vectores r (t) que parten del punto nulo O. 

La curva T so Jláma suave en-(a, b), si las funciones z (t) e y (t) 
tienen derivadas continuas en (a, b) no nulas simultáneamente. 

Si t recibe un incremento Af, el vector r adquiere el incremento 
(tig. 69) 

Ar = r (t + ôt) — r (i) = 
= iz (t+ A) (eh i + ly t+ AD —y l j 1l 
= âzi + Ayj, 


en este caso qi 
tro t. Sn een 
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de donde, al dividir por el escalar At, obtendremos 


Br _ br, by 
Trait arh 
Para una curva suave 
öz im MY , 
nr. palio. 
El vector z'i + y'j se denomina derivada de r (en el punto t) 
y se anota así: 
řr=ri+yi. 
La derivada r puede ser definida también como un vector tal 
que para él so tiene 


En efecto, 
(+ or Y +, 
At0. 


So escribe K 
P= lím <P 
Ti AF 
y se dice que el vectorr es el límite del vector Ar/At para At — 0. 


De la fig. 69 se vo que el vector r está dirigido a lo largo de la tan- 
gente a T en el punto £ hacia ol lado do crecimiento de t. 


El vector r lleva el nombre de vector de la tangente a T. Su longi- 


tud es igual a 
ri=/2FFR 
El vector unidad de la tangente es 


qt 


—=osai+aj (171>0), 
F 


(2 


donde a es el ángulo formado por 1 y la dirección positiva del oje z. 
El vector unidad de la normal a F, , el vector unidad por- 
pendioular a t, se determina por la ecuación 
V= (Y va, 
1m=Fsna, v= Fosa 8) 


o bien 
”=+ 
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El determinante 
cosa sena 


un 
v v| |Fsena Fcosa 


Los signos superiores corresponden al caso cuando el par de 
vectores (1, v) está oriontado igual que los ejes (i, j) (fig. 70), mien- 


+4 


Fig. 70 Fig. Y 
tras que los inferiores, 
modo contrario (fig. 


La segunda derivada de la función vectorial r (t) (véase (1')) so 
determina como el límite 


1 caso en que el par (t, v) está orientado del 


=r (i+ (9 j. 

En la fig. 72 está expuesta una curva T; el punto A corresponde 
al valor t, y el punto A, al valor £ + At. A los puntos menciona- 
dos están aplicados los vectores tan- 
gentes 7 (t) y r (t + At). Trasladamos 
el segundo vector de un modo tal que 
esté aplicado al punto A. En la 
figura vemos designada la diferencia 
Ar (t + At) — F (t), como tam- 
bién el vector A r At, orientado igual 
que Ar. Por fin, está marcado el 
vector limite F = 7 (t). El vector r está 
dirigido hacia el lado en que gira su 
Fig. 72 concavidad la curva T. Él sentido 

cabal de estas palabras es: el vector F 
forma un ángulo agudo con el vector v de la normal a I, dirigida 
hacia el lado en que gira su concavidad la curva T. 

esempLo. En la forma vectorial la ecuación de una elipse (véase 

$ 4.21) tiene por expresión 
r= iacost + jbsent (—o<t<o). 


7 (0 = lím ECE 
9 Aro ás 
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Correspondientemente, el vector de la tangente es 


—ia sen t + jb cost, 
y el vector de la normal 
n = F ib cos tF j a son t. 
En ol caso dado m no es, en general, un vector unidad. 


La función vectorial r= r () puede ser desarrollada torno del 
pana do cc Llena, de TIGO do ba ein seno nT de TOY Ida. ces 
rO==0i+10h 


donde do O y (0) tienen un número suficiento do derivadas en ol entorno del 
unto ta. Entonces, desarrollando estas funcions de acuerdo con la fórmula de 
'aylor, tenemos 


amat ERE O HR O 
IA A o 


donde Rn (0, Ta (9, 30n los términos residuales en alguna de Jas formas conoci- 
das (de de Cauchy, 42). Malin A (4) por e) por j, y sumando 
mido. ibtandromo) la fermanla da Taylor para la ación vectorial T (0): 


rim (to) 
a 


a uit (abr (O, 


donde ol resto 
Fa (D = Ra (9 i + Ra 0d 
Ha de notarse que si los restos Ra (1) y Fn (0) se anotan en la forma de 


Lagrange o en la de Cauchy, l jadas de las funcio 
Ru X Do iren dla de Sa el caso panerad, en los ponios 


Capitulo 5 
Integrales indefinidas 


$ 5.1. Integral indefinida. 
Tabla de integrales 


En el capítulo antecedente hemos introducido el concepto de 
derivada y aprendimos a encontrar di la de las funciones ele- 
mentales. Aquí se resuelve el problema inv saber: conocida la 
PA ada j’ (z) de la función f (z), conviene hallar la propia función 
ON 

Desdo el punto de vista mecánico esto significa que según la 
velocidad conocida de movimiento de un punto material, se requiere 
restablecer la loy de su movimiento. 

Definición, Una función F (z) se denomina primitiva para la 
función 1 $ el intervalo (a, b), si F (x) es dijerenciable en (a, b) 
y Fic). 

le un modo análogo podemos definir también el concepto 
de primitiva en el segmento la, b), pero en los puntos a y b se deben 
examinar las derivadas unilaterales, 

EJEMPLO i. F (2)=Vz es una primitiva para la función 

1 -y 4 
12)=z 77 en (0, co), puesto que (V3) IE 
tuBmpLo 2. F (z)=sen 2z es una primitiva para la función 
f(x) = 2 cos 2s en (—oo, œ), puesto que (sen 2z)' = 2 cos 2z, 

TEOREMA 1. Si E (z) es una primitiva para la función f (z) 
en (a, b), entonces P (z) + C es también una primitiva, donde C es 
un número constante cualquiera. 

Demostración. Tenemos (F (2) + CJ = F' (z)=f (2). 

meonewa a Si F, (2) y F, (E) sn dos primitivas para $ (z) en 
(a, b), entonces F, (1) — F, (z) KC en (a, b), donde C es una cons- 
tante. 


Demostración. Por hipótesis, F; (z)== F; (z)=/ (z). Formemos 
una función O (z)= P, (2) — F, (z). Es evidente que 


O (z) = Fi (z) — Fi (z) = } (=) — f (3) = 0, Yz € (a, b) 


De aquí concluimos, de acuerdo con el teorema conocido (véase el 
teorema 6 dol $ 4.12), que D (2) = C, es decir, F, (2) — F; (2) = C, 
lo que se trataba de demostrar. 

De este modo, de los teoremas 1 y 2 se deduce que si F (z) es 
una primitiva para f (z) en (a, b), cualquier otra primitiva Y (z) 
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para f (z) en (a, b) tiene por expresión 
O (2) = F (2) +0, a) 
donde C es una constante (fig. 73). 
DEFINICION. Una primitiva arbitraria para f (2) en (a, b) lleva 


el nombre de integral indefinida de la función f (2) y se denota con el 
símbolo 


fied. 0) 


El signo $ so llama integral; f (z) dz, elemento de integración o 


ndo: j (2), función subintegral. 
F(z) es una de las primitivas 
para f (z), entonces, de conformidad 
con lo dicho, 


|id= E (+0, 


integ 


La oporación en que se busca una 
integral indofinida se llamará integra- 
ción de la función f (2). Pig. 73 


Observemos que si F (z) os una 
primitiva para la función j o el integrando f (z) dz = F'(z) dr = 
=dF (z) será la diferencia) de la primitiva P (2). 

Más abajo so demostrará que (véase el $ 6,3) sí f (2) es continua en 
(a, b), existe para ella una primitiva en (a, b) y, por consiguiente, 
una integral indefinida. 

Anotemos una serie de propiedades de la integral indefinida que 
se infieren de su definición: 


1°. d | / (2) dz = f (2) dz. En efecto, [/(2) de = F (a) + C, 
de donde 
d | F (2) de = d (F (a) + C) = dF (2) = F' (2) dz = f (1) de. 


Y Jar (2) = F (2) + C, es decir, f y d son también recipro- 
camente reducibles, pero se debe añadir cierta constante C a F (2). 
Tenemos f dF (a) = f F' (z) dz = (por definición) = „F (z) + C. 


3. far (2) dz = A | f(x) d2+C, donde A es un número 
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«onstante, C es una constante. 
£. | a +etla=|(2)d2+) g(a)dz+C, 


donde C es una constante. 
En efecto, 


(rdet f eta) =] rede) +($ stds) = 
=por definición = f (z) + g (z). 
Por otra parte, 
($ U+ e(a) dz} =por definición =f (2) +g (2). 


De esto modo, la función fiit feaz y la función 


JU + el de son las primitivas para una misma función /-+g. 
Mas, en este caso se diferencian en la constante C, lo que preci- 
samente está escrito en la igualdad 
5°. Si F (z) es una primitiva para f (z), entonces 
| tlaz#bdz=4 F (az +8)+C. 
Efectivamente, 
[irea] = 


Demos a conocer la tabla de integrales que proviene do las fórmu- 
las principales del cálculo diferencial. 
4. | 0dz=0. 


ar 
2. [rara Er 


ar" (az+b)= f (az +b). 


4+0, Vat. 


3. | ztds= | Ein] 2140, en un intervalo que no con- 
tiene 2=0. 
4. fra E +0 (0<a, ak 1), [rare +e. 


5. | son zdz= —cosz+ C, | coszdz=senz+C, 


6. | FG=wer4c, | ar eter+C en un intervalo, 
dondo la función subintegral es continua. 
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dz arcsen z-+-C, 
a A O 


E | hzdz=shz-C. 

40. dEl, |- —ctghz+C (20). 
ps A 

41. ¡FB hle +V FFC mAh etC, 


Š "e 
Aula V FAL C= Arech 240, (I=1>1). 
12. f 


epote zien 


En cada igualdad a la izquierda figura una función primitiva 

(pero bien definida) para la función subintegral correspon- 
mientras que a la derecha, una primitiva concreta a la que 
lo una constante C tal que so cumpla la igualdad entre dichas 
dos funciones primitivas. 


mostremos la fórmula 3. Por cuanto, pa 
=signz y asigne = |x|, entonces 


20 z= 


z 


(parc E ry (A0), 


y la fórmula 3 está demostrada, 
Demostremos en adición la fórmula 11: 


1 ayey ED E 
E la+V2+1| (+++) 
MESE IE TI! 
VSFilz+ VAF var 
y la fórmula 41 está demostrada. 

Por otra parte, | asen 2+C, por lo tonto, de 
acuerdo con el teorema 2, Arsenh z = ln |z + VZ FT | +C. 
Pero, como Arsenh O = 0, se tiene ln |z + VI FT | = Arsenh z 
(véase el $ 4.6, p. 9). 

Aplicando la propiedad 5°, podemos escribir una tabla más 
compleja de integrales. Por ejemplo: 


f sen (az +5) d2=—-Ecos(az4+0)+C. 
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Observemos que si una operación de diferenciación de las fan- 
ciones elementales conduce de nuevo a unas funciones que son tam- 
bién elementales, la operación de integración ya puede conducir 
a las funciones no elementales, es decir, a las funciones las cuales 
no se expresan a través de un número finito de operaciones aritméti> 
cas y superposiciones de las funciones elementales, 

Por ejemplo, se ha demostrado que las siguientes integrales no 
son integrables en funciones elementales: 


Jer dz, integral de Poisson, 


| cosa dz, | sonata, integrales de Fresnel, 


logaritmo integral, 


į senz 


222 dz, seno integral. 


Las integrales citadas, aunque existen, no son funciones elo- 
mentales, Hay otros métodos de su cálculo. Por ejemplo, ol seno 
integral puede ser representado en forma de una serie infinita de 
potencias (véase el $ 4.16) 


ENE 
| dette- + 


§ 5.2. Métodos de integración 


Un papel fundamontal en el cálculo integral lo desempeña la 
fórmula de cambio do variables (o intogración por sustitución) 


$ Ha f reee] oane (1 


En dicha fórmula se supone que z = y (t) es una función conti- 
nuamente diferenciable (que tiene derivada continua) en cierto 
intervalo de variación de t, y f (z) es una función continua en el 
intervalo correspondiente (segmento) dol eje z. La primera igualdad 
en (1) afirma quo el primer miembro de ella es idénticamente igual 
al segundo, si so hace (después de integrar) la sustitución z = y (t) 
y si se elige una constante adecuada C. Demostremos esta afirma- 
ción. A la izquierda en (1) figura una función que es Ja primitiva de 
1 (z). Su derivada respecto de £ es igual a 


Al me=E([104) E-rw(me (0. 
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Por consiguiente, si se introduce en esta función la sustitución 
z = y (t), so obtendrá una primitiva de la función f ( (£)) w (f). 
La integral a la derecha es, por definición, cierta primitiva de 
f (o (0) 4 (1). Pero, dos primitivas para una misma función difieren 
en cierta constante C, lo que precisamento está escrito en forma de la 
primera igualdad en (1). En lo que se refiere a la segunda igualdad, 
ésta lleva un carácter formal: nos convengamos simplemente en 
escribir 


[row (at= | Fdo. B 
Por ejemplo, 


Jerzar=4 | 2zdz += | eran C= 
=4 | eu+c,> fetei etC, (u=). (9) 


La primera igualdad ostá escrita en virtud de 3° del $ 5.1; la segunda, 
en virtud de (2); la tercera, en virtud de (1) (la constante ha cam- 
biado) y la cuarta, en virtud de la fórmula de la tabla (la variable 
ha cambiado). No obstante, en la práctica dle los cálculos no se 
escribe la constante C en los términos que contienen la integral 
indefinida, por lo cual la cadena (3) se simplifica: 


| zdem | ev2zdr= + f erdam gett, 
donde las igualdades evidentes tercera y cuarta están omitidas. 
Ho aquí un ojemplo más: 7 = ¡VPF dr, a>0. La in- 
tegral de tal género está ausente en la tabla. Si ponomos z = a sen t, 


tonemos Va — 27 = aV I= sen" T = a cost, ydr = a cos t dt. 
Por consiguiente, 


1 | acostacostdt =a? | costat =a? | LESA a 


m an 
= 42140. 
Poro t=arcsen , por lo cual 


T= Z aresen Z+- son teost +C = Faroson -+-+ 


arsen 45 Y 


[VEB P 4D arcón C. 


190, Capítulo 5. Integrales indefinidas 


Indiquemos unos ejemplos más, los cuales de todas formas nos 
harán falta en la teoría de integración de las fracciones racionales: 


RA te mA 


Injz—a]+6; 6) 


de A dizia) 4 CEA 
A 


de de 
j EFFI mar E 
Sto (0); 
de de fa 
Ad =f CFR 
= | pieren 
ES 
=p arg ELO (q Ema, a>0); (6) 
A eome= 


e lclpleo (1 E". a>0); 


(2x4 p) dz dit prta) ai y 
AS o tpr] + C 


Az+B _A z+ (2BiA) A | tpi} 
A E e a E AA 


4] At | i O 
(4+0, D=F(¿E—»p)) (luego véase (6)). 


Para la teoría de integración do las fracciones racionales resulta 
importante que el cálculo de los integrales del tipo (4)—(7), donde 
a, A, B, p, q son constantes, conduce a las funciones elementales 
(racionales, In y arctg). 
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Pasemos a la fórmula de integración por partes: 
| w dz=uw— | vu' d+ (8> 
o bien, que es lo mismo, 
Jud=w-)|vdu+C, 
Puesto que en el segundo miembro de (8) figura una integral 
indefinida, la constante C se omite corrientomente. 
En la fórmula dada se supone que u (z) y v (z) son las funciones 


continuamente diferenciables. La validez de la fórmula (8) se despren- 
de de que las derivadas de los miembros primero y segundo son: 


uy = (uv)' — vu’. 
Con ayuda de la fórmula (8) el cálculo de la integral $ uao 
so reduce al cálculo de la integral Í vdu. El cálculo modiante le 


fórmula (S)-lleva el nombro de integración por partes. 
zseupLo +. Calcúlese Í z In zdz. Pongamos 


u(e)=Inz, |da, 


zdz=db, v>=|d=|zd=2. 
Entonces, 
famado= Pins] PE meit. 


mormero 2. Calcílonse las integrales Z= Í e° sen bz dz, 


ha fa cos bz dz, donde a y b son unos números constantes. 


En el'caso dado el integrando puedo ser representado en forma de 
un producto de w (z) y dv (z) de dos modos: u = e**, dv = son bz de, 
o bien u = sen bz, dv = e" dz. 

Así pues, supongamos que 


u=", |[du=ae*dz, 
sonbede=do, | v= — 2%, 


Entonces, de acuerdo con la regla de integración por partes, 
tenomos 


d tens 2 1 
I=-Le costr+< | etoosdrdi= 


Fe costar ly (9) 
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Apliquemos de nuevo el método de integración por partes a la 
integral J, suponiendo u = e°", do = cos bz dz. Resulta 


Ta =$ esen bz— £T. (10) 
De (9) y (10) se obtiene un sistema para determinar 7 e 7, 
1 
I=$ Im 4 e cosbz, } 
a 4 
$ I+ i 6% son bz. 


Resolviendo este sistema, obtendremos 


smio iz te, h A ec. 


slempLO 2. Calcúlese la integral 7 = $ arcson z dz. 
Suponiendo u = arcsen z, dv = dz, obtenemos 


I=zarsnz— | E zars z +V TAC. 
VEZ 


EseMPLO a Mostromos un ejemplo más, el cual nos hará 
falta para la teoría de integración de las funciones racionales. Sea 
k-> 1 natural y sea a > 0; entonces 


y dr de 1 ET 

¡A tl e= 

Un e) + 
ot l a) 


de donde 


de z 2-3 de 
af LAN “ara Í o 
Ahora (si k>2) podemos aplicar a la integral en el segundo 
miembro el mismo proceso que reduce en una unidad el exponente 
de la potencia en ol denominador do la fracción subintegral. Al fin 


y al cabo llegaremos a una integral de (z* + a) (que conduce 
a arctg). 


De este modo, para g — (p*/4) = a? > O y k natural, la integral 


rl aa (e=) aD 


se calcula en funciones elementales. 
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zsempLo s. Calcúlense las integrales 


Se 
$ Pn(z) (eee) de, 


¡sen bz, 
donde P, (2) = apx" +... + az + ag es un polinomio algebraico 
de grado 
Estas integrales se calculan aplicando m» veces eb método de 
integración por partes y suponiendo sucesivamente u = P, (2), 
Juego u = Ph (z), . . . - Las integrales que se obtendrán irán sim- 
plificándose, puesto que la derivada del polinomio algebraico Pn (2) 


será también un polinomio algebraico de grado en una unidad infe- 
rior, 


Ya que el carácter de la primitiva para las funciones en conside- 
ración se adivina con facilidad, dichas integrolos puedon calcularse 
mediante el así llamado método de coeficientes indeterminados. 

Por ejemplo, para | P, (z) œ dz la primitiva tiene por expre- 
sión Qu (2) e% +C, donde Qn (2) = baz" +... + bir + ba y 
bos : + > Dn son algunos coeficientes desconocidos por ahora, Éstos 
coeficientes so doterminan a partie do la condición de que 
(Qn (2) e + CY = Pa (2) €, o bien Q (2) + bQ, (2) = 

= Pa (2): 

igualando entre sí los cooficientes de las potencias iguales de z, 
hallamos todos Jos números bp, ..., bẹ». Este procedimiento se 
denomina método de coeficientes indeterminados. Hemos usado aquí 
el hecho de que dos polinomios son iguales cuando, y sólo cuando, 
lo son los coeficientes de las potencias correspondientes de x (véase 
el $ 4.14, el teorema 2). 

Tustremos lo dicho con un ejemplo conereto: 


$ (141) dr (ar Hbr +c)" +C. 
En el caso dado 
P, (a) =t +1, Q(z) = ar + br +c, 
donde han de hallarse los coeficientes a, b, c. Tenemos 
(Qa (2) Y = laz? + Lap das oder (3 H1) e, 


de donde az? + (2a + b)z+b-+ e= +1. Por cuanto esta 
igualdad debe verificarse para todos los z, los coeficientes de las 
potencias iguales de z en los miembros primero y segundo son iguales 
entre sí ($ 4.14, (15)): a = 1, 2a + b = 0, b + e = 1, De este modo, 


i (241) Adr = (3 —224+3) +C. 


13-01380 
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$ 5.3. Números complejos 
Se llaman números complejos las expresiones 
z=a+bi=a +ib, 
donde a, b son unos números reales, mientras que ¿es un simbolo 
especial; además, para los números complejos 2, = a, + ib, %3 = 
a, + ib, están introducidos el concepto de igualdad y las opera- 
ciones aritméticas según las reglas siguientes: 
4) 2, = z; cuando, y sólo cuando, a, = a, y b, = by; a + Oi = 
= a, 0 -+ bi = bi, ti = i 
2) E Z, = (4 + a) + i (b; £ ba). 
3) 21:22 = (t0, — biba) + i (bia, + ab). 
a bibs y j djay—ajbs 5 
yA (a+b) 0). 
De 1) y 3) se deduce que 


ê= i. 


Las operaciones do adición y multiplicación introducidas de esta 
manera poseen las propiedades de conmutatividad (2 + 22 = z3 + 
+ 2) 2z, = 22%), asociatividad ((3, + 22) + zs = 3, + (2a + 29), 
(2124) 24 = 2, (2324)), distributividad (2, + za) Zs = 2,22 + 2323). 

Šo puede decir, además, que con los números complejos podemos 
operar sumamente igual que con las expresiones literales en el ál- 
gobra (a lo que nos hemos acostumbrado), pero en el primer caso las 
oporaciones se simplifican debido a que $ = —1. 

Do la propiedad de que a + Oi = a se deduce yue un conjunto 
de números complejos contiene en sí, como su parte integrante, un 
conjunto de todos los números reales. En este caso es fácil ver que 
la aplicación de las operaciones aritméticas 2), 3), 4) a las expre- 
siones 2, = a, + Qi, 22 = a, + Qi conduce a a, + as + Oi = a, $ 
E a, ha, + Ol = map L + Oi [l (as + 0), respectivamente. 

El númoro Z = a — tb se llama conjugado con el múmero complejo z, 
Un número real jz | = Va +9 lleva el nombre de módulo del 
número complejo z. Evidentemente, 2-2 = |z |è. 

Si el número complejo z = a + ib se interpreta como un punto 
(un vector) M (a, b) en el plano z0y, resulta que |z | os igual a la 
distancia entre ol punto M (a, b) y el origen de coordonadas (fig. 74). 

Al introducir en el plano Jas coordenadas polares (p, 4). tenemos 


a=pcosp= |z |cos qu 
b= psen p= |z | sen q 


(121>0). 1) 
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Debido a esto podemos escribir el número complejo z en la forma 
z= p (cos p + i sen q), (2) 
donde p es el módulo del número z, y q es un ángulo (en radianes) 


formado por el vector OM y la dirección positiva dol oje z. Este 
ángulo se denomina, además, argumento del número complejo z y se 
denota con el símbolo: y =argz (0<p<2m). 

Es obvio quo q = arg z será una función uniforme de 290. 
Sa introduce también una función multiforme (la letra mayúscula a 
en la expresión «argumento de 2») 


P=Argz=argz+2ka 
(k=0, +1, +2...) 

la cual proporciona todos los valores de 

P, para los cuales se satisfacen dos 


igualdades (1) con z 0 prefijado. 
El número z = Ô es el único, para el 


cual no tiene sentido su argumento, Fig. 74 
pero, en cambio, se puede definirlo 
como un número cuyo módulo es igual a coro (|z|=0). 


La expresión arg z (a minúscula) se llama, además, argumento 
en la forma reducida. A veces resulta conveniente tomar por argu- 
mento en la forma reducida un ángulo perteneciente al otro semi: 
intervalo la, a + 27) de longitud 2x, por ejemplo, a [—a, a). 

Los númoros a y b se llaman partes real e imaginaria do z y so 
designan mediante los símbolos a = Re z, b = Im z. Do este modo, 


z= Rez + tImz. 


Si z = 2 + iy, el conjunto de puntos z en ol plano z0y que satis- 
facon la igualdad |z | = R (V 2" F y7 = R) será una circunferencia 
do radio R y contro en el origen de coordenadas. 

Por definición, 


ew = cosg +iseng (o<g<o). 16) 


Es evidente que e*% es una función compleja (que toma los valo- 
res complejos) del argumento real y. Está claro que e‘? es una función 
periódica del período 2a: ex(9+20 = eto, 

Por cuanto |e? | = Veo ẹ F sn =1, entonces, si Q 
varía continuamente on ol semiintervalo 0 < p< 2a, el punto et? 
describe continuamente una circunferencia de radio 1 y centro en el 
punto 2 = 0. 

Son válidas las desigualdades 


Elo +0 eine, et (4) 
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En efecto, 
elor+es = cos (Pi + a) + ¿sen (q + Pa) = 
= (cos q, Cos Pa — Sen q, sen qa) + 
+ i (sen qp, COS Pa + sen Pa cos qu) = 
= (cos q, + ¿sen qu) (cos Pa + isen q) = ereit: 
= cos p— isen p=cos(—q)+ 


1 
9 cos p Hisen p 
+ iso (— g) = et, 
Para una variable compleja arbitraria z == z + ¿y la función e* 
se determina con ayuda de la igualdad 
Emei, 240, 
Do aquí, en virtud do (3) 
e& = e (cos y + i sen y). (5) 
Teniendo prosentes (2), (3), todo númoro complejo z podemos 
representar en la forma 
2=p  (p>0), © 
donde el número no negativo p = |z | es, para z dado, único, y para 
p>0 el ángulo 
Y=Argz = arg z + 2ka 
quoda definido con la exactitud do hasta 2kn (+ = 0, +1, +2, .) 
Las oxpresiones (2) y (6) se denominan formas trigonométrica 
y exponencial, respectivamente, del número complejo 3. 
Demos a conocer los ejemplos de números complejos escritos en 
la forma exponencial (considerando q = arg 2): 
ja: 1 i=) eyen, 
Vi ) =V Zem, 
t=O timen, 1=0l, —[=e0, 
Do las igualdades (3), (4) obtonemos con facilidad la fórmula 
de Moivre 
(cos p + isen q)" = eine = cos np + i sen ng. a 
Es lícita también la igualdad 
2 = |a 112 1000, 


es decir, al multiplicar los números complejos, sus módulos so multi- 
plican y los argumentos so suman, independientemente de la forma 
en que ellos aparecen: en la forma reducida o no reducida. 


$ 54 Números complejos 497 


La operación de construcción de un número complejo conjugado 
poseo las siguientes propiedades sencillas: 


AER=54 51 


(8) 
Efectivamente, 
ET F bri) = 0, E 0) F O E D) il 
= (0 E 05) — i (b, £ b) = (0, — bi) £ (as — dal) = 


= (a, F byi) e la F bai); 


y luego, como 
peri = p (Cos p — ison y) = p (cos p — i sen q) = perio, 
entonces 


an OOO = pp T 
= pipat +o = peioipae io: = 


La demostración análoga subsiste también en ol caso de un cociente. 

Analicemos un problema sobre el cálculo de una raíz de n-ósimo 
grado del número a = pe'® (p > 0). So pide, de esto modo, hallar 
todos los números b = rete tales que sea ò" = a. Pero, on esto caso, 
rhein — pei® (r, p > 0) y, a consecuencia de que la representación 
de nn número complejo en la forma exponencial es única, p = r", 
nọ 0 -+ 2n, k= Ô, +1, +2, .... De la primera igualdad 
so deduce que r = /p (r cs el valor aritmético do la raíz do n-ési- 
mo grado del número positivo p). De la segunda igualdad so infiere 


que p= 242 ke0, +1, .. 
Puesto que la Ennción ete es periódica del período 2, los valores 


de y que dan las raices esoncialmento diferentes de n-ésimo grado 
de a corresponden sólo a n valores de k: 


(k=0, 1, ..., n—1). (9) 


A Jos demás k enteros les corresponden los valores de q distintos de 
uno de los valores (9) en una magnitud múltiplo de 2a. 
Hemos demostrado que un número complejo a s 0 tiene n (y só- 
lo n) raíces de grado n, que se anotan según la fórmula 
Vi=p po =P pe 14), 


donde «q, se determinan por las igualdades (9). 
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PrEMPLOS: 
e yea it (k=0, 1, 2). 
PTE (29 
2, Vis Nh ¿TA TÍ 0,1, 9). 
sz = an 
D. VIFT VaV Toya D, 
k=(0, 4, ..., 5). 
ey RD o k0, 1). 


$ 5.4. Teoría de polinomio 
de n-ésimo orden 


So denomina polinomio de n-ésimo orden una función del tipo 


later. pa Da, o 


donde a, son los coeficientes constantes reales o complejos, y z os 
una variable, on goneral, compleja, la cual puede tomar cualesquiera 
valores complejos (z = z -+ iy) o bien, en el lenguaje geométrico, 
z puedo ropresentar cualquier punto de un plano complejo. 

A cada punto z de un plano complejo so lo asigna, con ayuda de 

la fórmula (4), un número Q, (z) que es, en el caso general, complejo. 
En adelante vamos a considerar que a, sé 0. Si Q, (a) = 0, cl nú- 
moro a se llamará raíz o cero del polinomio Q, (2). 
Razonando de la misma manera que al principio del $ 4.14, donde 
so ha analizado el polinomio de una variable real, podemos mostrar 
que cualquiera que sca el número complejo zp, el polinomio Q, (z) 
so desarrolla en potencias do 2 — za, y, además, de un modo único, 
o soa, se ropresenta en la forma 


Qa (= 2 (2), 


donde b, son unos números constantes y, hablando en general, complo- 
jos. Es obvio que Qn (za) = bo. De aquí se deduce que para que el 
punto z sea una raíz del polinomio Q,,, es necesario y suficiente que 
el coeficiente nulo b, del desarrollo de Q, en potencias de z — 4, sea 
igual a cero (dy = 0). Pero si bẹ = 0, entonces Q, puede ser represen- 
tado en la forma 


Qa (2) = (3 —2 0) Ora (2), Va, 2) 
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donde Q,., es cierto polinomio de grado n — 4. Viceversa, si Qn 
puede representarse en la forma (2), en otras palabras, si Q, (2) 
puede dividirse por z — =p sin resto, ontonces, evidentemente, 29 
es una raíz de Qu. 

Hemos demostrado el teorema: 

TEOREMA DE BEZOUT. Para que el polinomio ‘Q, (z) tenga una 
raíz (compleja) zo, es necesario y suficiente que dicho polinomio se divida 
por z — zo, es decir, que pueda ser representado en forma del producto 
(2), donde Qn-, es cierto polinomio de grado n — 1. 

Sea 2, una raíz de Qn, y, do esto modo, tiene lugar la representa- 
ción (2). Si, en este caso, da (20) = 0, entonces, a base del teorema 
de Bezout aplicado a $ el polinomio Qn- (3) no se divido por 
z — zo, mientras que Q, (2), aunque sí se divide por z — zo, no so 
divide, sin embargo, por (2 — z)". En este caso so dice que sp es 
una raíz simple (cero) dol polinomio Qn. Supongamos ahora que 
Qa-ı (Zo) = 0; entonces, de acuerdo con el teorema de Bozout aplica- 
do a Qn- (2), cl polinomio Qp, 9 se divide por z — zo, y obtenemos 
la igualdad Qn (2) = (2 — Zo)? Qa-a (2), donde Q, -s (2) es un poli- 
nomio de grado n — 2. Si Qn -a (20) + 0, Qn (2) so divide por (3—zo)°, 
pero no se divide por (z — zp), y el número z so donomina raíz 
(cero) de multiplicidad 2. En el caso general, para cierto s < n 
natural tiono lugar 

Qn (2) = (6 — to)" Qama (3) Qnes (50) # 0, 
donde Q.... (£) es un polinomio de grado n — s, y on tal caso se dice 
que zo es una raíz (cero) del polinomio Qn de multiplicidad s. 

Abajo so enuncia un teorema sobre la existencia de una raíz 
compleja del polinomio. 

Teorema Basico, Todo polinomio de n-éstmo grado tiene por lo 
menos una raíz compleja (cero). 

© itimos aquí la demostración de esto teorema, dol cual se 
dedi + un corolario de importancia. 

¿vrolario, Un polinomio de n-ésimo grado Q, cuyo coeficiente 
ma; r es distinto de cero (an ++ 0) tiene n raíces complejas con sus 
mulliplicidades correspondientes, en otras palabras, Qn (z) se representa 
en jorma de un producto 


Qa (2) = an (6 — 2)" (229% ... (2-2). (3) 
A +Hpin, 


donde zı, . . «, zı son diferentes raíces de Qa cuyas multiplicidades son 
Pas «+=» Pi respectivamente. 
Dewmostración. De conformidad con el teorema básico, el polinomio Op 


tiene por lo menos una raíz. Designómosla con z, y Su multiplicidad, con py. 
De este modo, 


Qa (= (e — a” Om pa Ed) Opa (50) + O. 
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Si n — pı =0, es decir, si pı = m, entonces necesariamente Q,, 
=an, y el teorema queda demostrado. En este caso Qn (z) = an (2 — z)” 
Si, en cambio, pı <n, entonces @n_p, (+) es un polinomio de grado n — py 
que no se divide por z — =,, y su coeficiente mayor es distinto de cero. A este 
polinomio se puedo aplicar ol teorema básico. en virtud, de cual él Licne una 
raíz compleja. émosla mediante zz y su multiplicidad, mediante py. Como 
resultado obtenemos 


On (9 = (3 — a)? (e — 29) Qn, 

(Onpi-m EN A0, i= 

Si n — pı — pa = 0, entonces Q.._ y, y, (2) =4m- Si no, el proceso puede 

continuarse. Sin embargo, dicho quedará por terminado, acabado un 

número finito (no superior a n) etapas, y obtendremos la fórmula (3). Sí 

en lugar de z en ol segundo miembro de (3) sustituimos un número distinto de 

irti niig dicho, miembro po se convertirá a cero, le que es indio de que el 

polinomio está privado de otras raíces, salvo las halladas, y lo representa- 
ción (3) es inica. 


(a 


$ 5.5. Polinomio real 
de »-ésimo grado 
Un polinomio 


a= a (0740) o 


so denomina real, si sus coeficientes a, son númoros reales. Dicha 
denominación se debe a que un polinomio real, si se examina sólo 
para una variable roal z == z, adopta los valores reales. Por supuesto, 
para z complejos un polinomio real toma, en el caso general, los 
valores complejos. 

lewa Para un polinomio real Q, (2) se verifica la igualdad 


Qui) =U, E), Vi 


Demostración. Nuestros razonamientos se basarán en las igual- 
dades (8) del $ 5.3 y en el hecho de que para az reales tiene lugar 


ar =T, 
Se tiene 
Qa G= Lat Lar Y Br = 2 aja (2) 


lo que se trataba de demostrar. 

TEOREMA 1 Si z=a +18 (#0) es una raíz compleja de 
v-ésima multiplicidad de un polinomio real Qu, entonces 3 = a — iĝ 
es también una raíz de Q, de la misma multiplicidad, y en este caso 


Qan (2) = [la — a) + BUY Qro (2), (3) 
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donde Qn-sy (2) es un polinomio real de grado n — 2v, distinto de cero 
para 2 = žo y 2= žo. 

Demostración. Sea z =a +ip (P5%0) una raiz de Qn 
Entonces Z, = œ — if será también una raíz de Q,, puesto que, en 
virtud de (2), Qu (Z) = Qa (20) = O = 0. Los números ze y Za no son 
iguales entre sí y Q, (2) se divide por 


(z — a — i) iz — a + ip) = (2 — a)? + B’, 4) 
es decir, por un polinomio real de segundo grado. De este modo, 
Qn (2) = l — 2)* + P" Qn-a (2), 


donde Q, -+ (2) es un polinomio de grado n — 2, y, obviamente, real, 
Es que el cociente de Ja división de los polinomios reales es un poli- 
nomio real. 

Si z, es una raíz de Q, de multiplicidad v y v > 1, entonces zo 
es la raíz de Qa- de multiplicidad v — 1, por lo cual, al reiterar 
nuestros razonamientos respecto de Qas (2), podemos seleccionar 
en él un factor (4). Entonces, ol segundo factor será un polinomio 
real Qn, de orden n — 4. Al repetir este proceso v veces, obtondre- 
mos la representación de Qh (2) en la forma (3), donde Qh..aw (2) 
es un polinomio real de grado n — 2v, que poseo la propiedad 
Qnzav (o) + O. Pero, en este caso, también Qn-ay Eo) # 0. Efocti- 
vamente, si zy fuera una raíz del polinomio real Q,-2y, también zo 
sería forzosamente una raíz del polinomio citado. 

probLema. Demuéstrese que el polinomio Q, (2) = 3° — 3a* + 2z 
tieno no menos de tres raíces reales. 

reonema 2 Un polinomio real Q, (z) cuyo coejiciente mayor 
Un 5 0 puede ser representado en forma de un producto 


A (2—0) ES 


capas N] ee tope, 6 


donde Bj>0, m+... Hp H20 H: Hv) =n n > 
+ - ., €, son raíces reales de Q, cuyas mulliplicidades son px, ~.» Mrs 
respectivamente, y a E ii, - - .. 0 == Bal son raíces complejas con- 
jugadas dos a los de Q, cuyas multiplicidades son v,, ~. -, Vas respecti- 
vamente, 

Observación. Los polinomios reales do segundo grado que figu- 
ran en el producto (5) pueden transformarse del modo siguiente: 


(app) 202 (0348) =3*+ p+ 9), 
»p=-2, y=04+B. 
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Por eso la fórmula (5) puede anotarso también en la forma 
Qn (= an rin 6) 
adonde 2° + p;z + q son los polinomios reales de segundo grado que 


tienen raíces complejas æ; + if, (B; > 0, pj — 4q, = —4pj < 0) 
Demostración. En virtud de la fórmula 6) 554, 


Ont)= [| e-e" Onta, 
Y 


donde Qm (z) es un polinomio real de grado m =n — ju ==>: 
. - + — hy. Si m = 0, tendremos, evidentemente, Qm (2) = 4, 
caso general aplicamos sucesivamente el teoroma 1 a las raíces com- 
plejas de Qm. 

Observemos quo el teorema básico demuestra sólo la existencia 
do una raíz (compleja, generalmente) de un polinomio de n-ésimo 
grdo sin ofrecer los métodos efectivos de buscarla en el, caso general. 

or otra parte, la demostración del teorema citado so efectúa por los 
medios del análisis matemático, y no del álgobra. Omitimos aquí la 
demostración de este teorema. Está relacionado orgánicamente con 
la teoría de funciones de una variable compleja. 

Existen las fórmulas de resolución de Jas ecuaciones generales de 
sogundo, tercero y cuarto órdenes. Para las ecuaciones do orden 
n > 4 no existen fórmulas semejantes. Abel 1) demostró que ellas 
no podían existir, Esto se debe entender en el sentido de que para 
n > 4 las raíces de la ecuación apa" +. . . + az + ag == 0 (0,40) 
no so expresan on términos de los coolicientes a, por medio de las 
funciones de ostos coeficientes que representan el resultado de un 
número finito de operaciones pertenecientes sólo al siguiente grupo: 
adición, sustracción, multiplicación, división y oxtracción de una 
raíz. 


$ 5.6. Integración 
de las expresiones racionales 
La razón de dos polinomios algebraicos 
= 2al) 
(0-20. W 
Pm (2) = ba + biz +.. + dma”, 
Qa (2) =a H az +. o H ana", 
bm, 270, m>0, n> 1, leva el nombre de función racional, 
o bien de fracción racional, 


3) Abel N. G. (1302—1829), un destacado matemático noruego. 


$ 56. Integración de las expresiones racionales 203 


Convengamos en considorar que una fracción racional j es real, 
es decir, Pm y Qh son los polinomios reales. Además, se considerará 
que z es una variable real. 

Las funciones racionales de la forma 


4 Az+B 
Tr (>D) HEFT } 


cen (>) 


donde A, B, a, p, q son todos los números reales, dk es un número 
natural y el trinomio z* + pz + g no tiene raíces realos, se llamarán 
fracciones simples. 

En el $ 5.2 hemos mostrado cómo se calculan las integrales de las 
fracciones simplos (véanse da. (5), (6) (7), (41) del $ 5.2). 

Supongamos que se requiere hallar la integral indefinida de una 
función racional f (z) (véase (1)). Si m œn, por división simple 
despejaraos de f una parte entera: 

a Pm (2) 
f(e) = polinomio + gey (m<n). 

La integración del polinomio es fácil y la dificultad se ha reduci- 
do a la intogración de una fracción racional en la cual ol grado del 
numerador es inferior al del denominador. 

Vamos a considerar por eso quo nuestra fracción racional f (2 
es propia, es decir, el grado de su numerador es menos del grado del 
denominador (m < n). 

NEOREMA 1. Supongamos que el denominador de una fracción 
racional real propia se ha desarrollado según la fórmula (5') del $ 5.5: 


Qarla) =a (2—6)... (20 X 
x(g)" -o (24244, 


Entonces la fracción (1) puede ser representada, y, además, de 
un modo único, en aga de una suma de las fracciones simples: 
Pte) Ara Fi 
Ta T Ee tá ¿AT 


2 


Ar, 
eo 
Bin h Oy y EP 4 Br yd Cnv 


E 


0 a ll 


Bs atlng PETA “s 6) 


TT 
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donde A, B, C (con los índices correspondientes) son los números cons- 
tantes. 

Este teorema afirma que para cualquier fracción racional real 
propia existen unos números constantes A, B. C con índices indi- 
cados de un modo tal que tiene lugar la identidad (3) para todos 
Jos z, a excepción de los valores de z = cy, Cm para los cuales 
ambos miembros de (3) no están definidos. El teorema citado 
puede ser exactamente demostrado, pero no vamos a hacorlo aquí. 

Expliquemos la enunciación del teorema 1 con un ejemplo. Do 
acuerdo con el teoroma 4, tiene lugar una igualdad 


arpa 2 o A Az Mz+N 
aaa n E a a a AA a a ai 


donde «yy Ay, M, N son los números constantes bien definidos. 
Para encontrarlos reducimos (4) a un denominador común e igual 
mos entre sí los numeradores de los miombros primero y segundo: 


A O a a aa 
+A 1) + (Mr + N) (2 1% (5) 


Suprimiendo los paréntesis en el segundo miembro do (5). agru- 
pamos los tórminos con iguales potencias de z e igualamos los coefi- 
cientes de iguales potencias de z de ambos miembros (véase el $ 4.14, 
el teorema 2): 


2=4,+M, 

1=A,+N—2M, © 
1=A,+M-—2N, 

2=—A HAHN 


Tenemos ahora cuatro ecuaciones lineales con cuatro incógnitas 
Ay Ap M, N. Este sistema tiene (de acuerdo con el Leorema 1) 
solución, y, ademós, única. Al resolver el sistoma (6), obtendre- 
mos A, = 1, A= +2, N = M = 1, por lo cual 


PPP 2 si, 
ar e ST] y) 


En general, si se han encontrado los coeficientes A, B, C en (3), 
para la integración de la fracción PsíQn todo está preparado: la 
integral indefinida del primer miembro de (3) es igual a la suma 
de integrales indefinidas de Lodos los términos en el segundo miembro 
más una cierta constante C. Más arriba se ha observado que sabemos 
calcular las integrales de cualquiera de los términos en (3). 
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En el caso del ejemplo (7) 


O de de 
A EFF d=] ra prt 


+ In 1211 +a yF 14 
+2 arctg Btt +C. 


Observación 1. La igualdad (5) os válida para cualquier z% 1. 
Por consiguiente, se verifica también para z = 1, puesto que tanto 
cu el primer miembro, como en el segundo figuran las funciones 
<ontinuas de z. Al sustituir en (5) z = 1, obtondremos 6 = 3A,, 
es decir. Aa = 2, y, al poner z = 0, obtendremos 2 = —A; +dy $ 
+ N. es decir, N = Aj. Estos datos (A. 2, N = Aj) hacen el 
sistoma (6) considerablemente más simple. En la práctica no se 
deben menospreciar los razouamientos semejante: 

Observación 2. En principio toda función racional es integrable 
en funciones elomentales, En la práctica la integración completa 
de (1) puede llevarse a cabo, si se conocen todas las raíces de Q, 
como también sus multiplicidades. Pero, sogún lo dicho en cl $ 5 
no siempre es posible conocer todas las raíces. Debido a ello, toda 
clase de simplificación de la integral de una fracción racional (1) 
resulta ser muy valiosa, 

Desde este punto de vista merece gran atonción un método pro- 
puesto por Ostrogradski") que so expone corrientemonte en los 
libros de toxto más detallados”). 


$ 5.7. Integración 
de las funciones irracionales 


La intogración de las funciones elementales quo no sean racionales 
representa grandes dificultades, incluso cuando una función ele~ 
mental, que es la integral de una función dada, realmente oxiste, 

Examinemos los casos en que con ayuda del cambio de variable 
se puede reducir la integración de las funciones irracionales a la 
de las funciones racionales (es decir, como suele decirse, racionalizar 
la integral). 

Sea R (z, y) una función racional de sus argumentos z e y, os 
decir, con z e y se realizan sólo las operaciones aritméticas con 


1) Ostrogradski V. M. (1801—1861), un destacado matemático ruso. 
) Véase, por ejemplo, «Curso del análisis matemáticos de Nikolski S. M. 
$87. 
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el fin de obtener R (z, y). Por ejemplo, 


R (z, y) = SEE os una función racional, y la función 


Ha, =V7FY+2 no es racional. 


1 carcorsse | A(z, / EES) az, donde a, b, e, d son unos 


números constantes, m es un número natural, ad—2e=40, N (2, y) 
es una función racional. 


La función de la forma R(z, J/ ZEE) so denomina irracio- 
nalidad lineal fraccionaria. 
Probomos que la sustitución t= [/ ZE 


racionaliza la inte- 


== 


gral. Efectivamente, (”=- de donde 


anto 

CN 
función racional de £. Luego, 
min e 

de= A a, 


e) AA de $ Rat, 


donde R, (t) es una función racional con relación a t; nosotros 
sabemos cómo integrarla. 


pesen 1. Caleúlese | Lp Vos. Aquí R(z, y)= 


3 
=q: Suponiendo V: 
de Eg, to Do tol manera |o 
ep eA 


x(V =E 1ye. 


ama 
“Lap i- 


= RO | (eiid 144 = 
=24— 304+ 6t—ln|1+t|+ C. 


ie 
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u. carcoLess | R(z, Vaz F bzFc)dz, donde a, b, e son los 


números constantes. La función R (z, Vam bzFc) se Mamará 
irracionalidad cuadrática. 

Si el trinomio az? + br + c tiene raíces reales z}, zz, entonces 
az? + bz + c = a (z — zi) (22) y 


R (z, Vaa FiFi) =R (z, (0-2) Y 22a) 


Ey 


=R (z V E), 


y el caso se reduce, de este modo, al caso I. 

Por eso convengamos en considerar que az? + bz + c no tiene 
raíces reales y a> 0. Entonces, la racionalización de la integral 
puede obtenerse con ayuda de la sustitución de Buler’): 


t=VidFha+co+zV 4. 
i, ax. bo=i=22/ attan, Îr, swat os 
De aquí, az?+br+4-c=t?— 2r V 214022, es decir, z ayipo .. 


una función racional de £. Poro, en este caso 


A A 
Vid+i+e Va=t ls 


será también una función racional de £. Por ello 
| Ri Va or Fc) da= | R(t) dt. 


Observación, Si a < 0, y c >O (az? + bx + c > 0), podomos 
realizar una sustitución 


Vanter Fe=rt+Vt. 
Ewwrro 3. Calcúlese | YaF dr. 


El binomio 2* + a* no tiene raíces reales. Por lo tanto supo- 
nemos 


VIERA, as a, 


%) Esta sustitución puede aplicarse también en el caso de raíces reales para 
a > Ô en un intervalo, donde az? + bz + e >0. 
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En virtud de elio 
| Va Fadr= f 


at jpt ]a 


4 0 


oi 
Fit 


gulv rFal—+ iV AFEC. 


LIL INTEGRACIÓN DE LAS EXPRESIONES R (COS £, son z). 


La racionalización de $ R (cos x, sen x) dz se consiguo con ayuda 


de la sustitución £= tg (2/2) (~x < r< n), la cual se denomina 
universal. En efecto, 


218 (21: 2 era iten A 
meot HET TET r= i EET TPY 
z=2arctgt, de. 


por lo cual 


t-a 
$ Rlosz, senz)dz= RE, e ¿h= ACES 


Si la función R (z, y) posee las propiedades de paridad o impari 
dad respecto de las variables z o y, puedon emplearse también otras 
sustituciones que asimismo racionalizan la integral. 


Sea 


m 


R(u, y= ge (u=cosz, sen z), 


qu, e) 
donde ? y Q son los polinomios de u y v. 
1) Si uno de los polinomios P, Q es par respecto de v, y el otro, 
impar respecto de v, la sustitución £ = cos z racionaliza la integral. 
2) Si uno de los polinomios P, Q es par respecto de u, y el otro, 
impar respocto de w, la sustitución £ = sen z racionaliza la intogral. 
3) Si P y Q: a) ambos no varían al sustituir u, v por —u, —D, 
respectivamente, o bien b) ambos cambian de signo, la intogral 
se racionaliza por la sustitución £ = tg z (o £ = ctg 2). 


EJEMPLOS. 
r f- t4)= f F=nte1+0=m|uz|+c. 
2. jpa [maes 


= — | EE d (eos 2) = (t = cos 2) = ¿Las 
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En el caso dado R(u,0)=-% ==>, es decir, el numerador 


es impar respecto de v, mientras que el denominador es par respecto 
de v, y se trata, pues, dol caso 1). 


o de de de 
al rn 0 | > 
Aquí el numerador P (u, v) =1, y el denominador Q (u, v) = 
= dut + 0%, Ambos no varían al cambiar u, V Por —4, —0, 
respectivamente, es decir, se trata del caso 3a). 


1401350 


Capítulo 6 
Integral definida 


$ 6.1. Problemas que conducen 
al concepto de integral 
definida, definición 
de la integral definida 


a) Dofinomos on un segmento la, bl (a y b som los números 
finitos) una función continua no negativa f (2). Su gráfica está 
expuesta on la fig. 75. Planteemos un problema: se requiere dar el 
concepto de área de una figura limitada por la curva y = f (2), 
el eje z, las rectas z = a y z = b, y calcular dicha área. Parece 
natural resolver el problema planteado del modo siguiente. 

Roalicemos la partición del segmento la, b] en n partes por 
medio de los puntos 


a=2<7<...<%m=b, (1 
olijumos en cada uno de los segmentos parciales oblenidos 
lap tjl 0=0,4 a n—1) o) 


un punto arbitrario Ey € lzy. 2,411, hallemos los valores de la función 
f en dichos puntos y formemos una suma 


ns 
5-2 166) 0z, (Ary tya), (2) 


Ja cual se denomina suma integral y esta suma es igual, evidente- 
mento, a Ja suma do las áreas de los rectángulos rayados (véase 
la fig. 75). 

Ahora, hagamos tendor todos los Az, hacia coro y, además, 
do un modo tal que el sogmento parcial máximo (más grande) de la 
partición tiendo hacia cero. Si en este caso la magnitud S, tiende 
a un límite determinado $, que no depende de cómo se hace la parti- 
ción (1) y so eligen los puntos Ey en los segmentos parciales, resulta 
naturai llamar la magnitud S área de nuestra figura curvilínea. 
De esto modo, 


ns 
s= da LOA (4) 


Así pues, se ha dado la definición de área de nuestra figura 
curvilínea (trapecio). Surge una pregunta ¿si tiene área cada figura 
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de esta índole, en otras palabras, si tiende, de hecho, a un límite 
linito su suma integral S, cuando Az,=» 0? En adelante se deros- 
trará que dicho problema se resuelve positivamente: cada figura 
curvilínea, definida más arriba y correspondiento a ciorta función 
continua f (z). tiene de hecho un área en el sentido de la definición 
ofrecida que so expresa, de este modo, por un número $ dependiente 
de la figura en consideración. 

La otra cuestión que surge, a saber, hasta qué punto es natural 
la definición dada de área, se resuelve, como siempre en los casos 


NY 
Ñ 
N 
Ñ 


Nì 


semejantes, por la práctica. Diremos sólo que Ja práctica ha com- 
probado enteramente dicha definición. Tendremos muchas ocasiones 
Para cerciorarnos de la validez de la definición propi 

b) Sea dada una varilla lineal no homogénea que yaco en el eje 
z dentro de los límites del segmento le, bl. Hay que determinar 
la masa de esta varilla. Supongamos que la densidad de distribución 
de la masa a lo largo de la varilla es una cierta función continua 
de z: p(a). 

Para determinar la masa de la varilla, dividámosla en n partes 
arbitrarias mediante Jos puntos a = zo < 2, < . . . < Tp = b, Eli- 
jamos en cada una de las partes [zy, 2(4,) un punto arbitrario $y. 

Por cuanto la función p (2) varía poco dentro de los límites de 
İzi, 21411, la masa de la parte de la varilla, correspondiente al 
segmento lzi, Zi41), puede considerarse igual aproximadamente 
a p (E) Az,, donde Az, = Zit — zi. 

La masa m de toda la varilla es igual aproximadamente a 


ns 
P Eo) Aza tp Œ) Azat a. + Pra) Azn- = Z P ED Azi- 
e 
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El valor exacto de la masa obtendremos, evidentemento, en 
límite, cuando el segmento parcial máximo tiende a cero, es decir, 


¿Em G 


Ambos problemas examinados nos han conducido a una misma 
operación matemática sobre las funciones de diferente origen defini- 
das en el segmento (a, b]. Nos encontraremos con varios otros proble- 
mas concretos cuya resolución se reduce a la operación semejanto 
sobre una función que está prefijada en un segmento, Esta operación 
ova el nombre de integración de la función en un segmento y su 
resultado, que es un número, se llama integral definida de la función 
en un segmento. 

DEFINICION 1. Supongamos que en un segmento la, b) viene 
dada la función f. Dividamos la, b) en partes mediante los puntos 
arbitrarios 


ERLAR.. L An = b, 


diremos que de este modo se ha realizado la partición R del segmento 
la, bl. En cada uno de los segmentos ria lz}, 2,41) de la parti- 
clón elijamos un punto arbitrario E, € lzy, 2,411 y formemos una suma 


tt 
oncon = X EAr (2,22), 


llamada suma integral de la función f, correspondiente a la partición R. 
Designemos con 
An= máx Az, 
Pa? 
la longitud máxima de los segmentos parciales [z}, zj4wl de la par- 
tición R. 
Un limite (si existe), al cual tiende la suma integral öp, cuando 
An >> 0, se denomina integral definida de la función f en el segmento 
la, bl y se designa así: 


nm è 
a e 1) sanj tade (a<b. © 


El número a se llama límite inferior de la integral definida y el 
número b, límite superior de la integral. 

La definición 1 es equivalente a la que sigue, 

DEFINICION Y. Se denomina integral definida de una función f 
en un segmento la, b] un número I que satisface la propiedad siguiente: 
«para todo e > Q se puede encontrar un número 6 >0 tal que, cual- 
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quiera que sea la partición R del segmento la, b] en el que 
hn máx Ary <8, 


se verifica la desigualdad 
ss 
lox—11=1 $ 16)42,—1|<e 


para la elección arbitraria de los puntes Ey € lx), 241). 

El concepto de integral definida, tal como lo homos propuesto, 
fue introducido para funciones continuas por un matemático francés 
Cauchy. Riemann') introdujo dicho concepto en el caso general, 
para las funciones no necesariamente continuas (intogrables según 
Riemann). El límite (5) se denomina, habitualmente, integral de 
Riemann y la función, para la cual el límito mencionado existe, 
so denomina integrable según Riemann. 

Si la función f es continua en [a, b], para ella siempro existo 
(como Jo sabremos más abajo) el límite (5). 

Suelo decirse también que una función continua on el segmento 
la, bl es integrable en él según Cauchy. 

En el punto a) hemos determinado (vénso la fig. 75) el área 
de una figura plana limitada superiormente por la gráfica do la 
función continua y = / (z) > 0, inferiormente por el eje z y por 
los lados, medianto las rectas z = a y z = b. Ahora podemos decir 
que el área de esta figura es igual a la integral definida de / en el 
segmento (a, bl: 


è 
s=f H(2)az. 


Podemos docir también que la masa de la varilla, de la cual 
so ha tratado en el p. b), es igual a la integral definida de su den- 
sidad lineal p (z) dentro de los límites la, bl: 


e 
m= | p(z)dz. 


Así pues, por definición, se denomina integral definida de la 
función f en el segmento la, b] un límite de la suma integral (5), cuando 
el segmento parcial máximo de la partición R tiende a cero. 

En osta definición, la cual ya no está relacionada con el pro- 
blema de búsqueda del área de una figura, la función f no es obl 
gatoriamente continua y no negativa en le, 5]. Cabe notar que es 
definición no afirma la existencia do una integral definida para 


1) Riemann B. F. (1826—1866), un destacado matemático alemán. 
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cualquier función f dada en la, b), es decir, la existencia del lími- 
te (5). Ella dice sólo que si este límite existe para una función f 
dada en la, bl, se llamará integral definida do / en la, bl. 

So debo tener on cuenta, además, que cuando se dico que el 
límite indicado / existe, se supone que éste no depende de cómo 
se divitle ol segmento la, b] en partes ni tampoco de cómo se eligen 
los puntos Ey dentro de los segmentos parciales obtenidos. 

El cálculo inmediato de la integral definida según la fórmula (5) 
ropresenta ciertas dificultades, puesto que las sumas integrales de 
unas funciones algo complicadas son bastanto engorrosas y sucede 

muy frecuente que no os fácil trans- 
formarlas a una forma que sea 
cómoda para calcular los límites. 
En todo caso, en oste camino 
no se ha conseguido hasta ahora 
crear algunos métodos generales, 
Es intoresanie observar con esto 
motivo que Arquímedes fue el 
primero en plantear el problema 
de este gónero. Con ayuda de los 
Fig. 76 razonamientos que rocuerdan romo- 
tamento el método moderno de 
límites él calculó el área del segmento de una parábola, Ultorior- 
mento, on el transcurso de siglos, a muchos matemáticos les tocaba 
a resolver los problemas referentes al cálculo de las áreas de las 
figuras y de los volúmones de ciertos cuerpos. No obstante, aun 
en el siglo XVII el planteamiento de tales problemas y los métodos 
de su resolución llevaban un carácter sumamente particular. Un 
progreso considerablo en oste respecto so debo a Newton y Loibniz!) 
que indicaron el método goneral de resolución de dichos problemas. 
Han mostrado que el cálculo de la integral definida de una función 
puede ser reducido a la búsqueda de su primitiva, 

Según lo observado más arriba, una función continua en la, b) 
es'integrablo on la, b). Esto se demostrará en el $ 6.7. Demostraremos 
también que una función monótona en la, b] será integrable en el 
segmento citado. Es preciso tomar en consideración que una función 
monótona puedo toner discontinuidades en un número finito o inclu- 
so en un numerable (véase el teorema 2, del $ 3.4). 

En la fig. 76 viene oxpuesta la gráfica de la función y = (2) 
profijada on ol segmento [0, aJ. Esta función es continua en (0, 2,), 
decrece en [z,, za) y crece en [x,, al. Por consiguiente, os intograble 
en cada uno de los segmentos mencionados. Pero, en esto caso, en 
virtud de las propiedades aditivas de la integral de las cuales trata- 


3) Newton 1. (1843—1727), un ilustre físico, matemático inglés, Leibniz 
G. (1646—1716), un eminente matemático alemán. 
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romos en adelante, nuestra función será integrablo en todo ol sog- 
monto (0, a) (véase el $ 6.2, el teorema 3). 

De esto modo, si un segmento (a, b], on el cual viene dada la 
función y = f (2), puede ser partido en un número finito de sog- 
mentos parciales en cada uno de los cuales dicha función sea con- 
tinua o monótona, será integrable en la, dl. 

'Nowton y Leibniz demostraron un teorema que liga dos concep. 
tos importantes del análisis matemático: ol concepto de integral 
y el do derivada. El teoroma citado so expresa mediante la relación 
siguiente (fórmula de Newton—Leibniz) 


è 
F(b)—F (a) = | 1 (2) dz. (6) 


Aquí / (2) es una función continua arbitraria on la, Bl, mientras 
que F (x) es una primitiva suya en la, Dl (F' (2) = f (2). 

De tal manera, para calcular la integral definida de una función 
continua f en el segmento La, bl, se debe determinar su función primitiva 
P (2) y tomar la diferencia, E (b) — F (a), de valores de esta primitiva 
en los extremos del segmento la, bl. 

Si se da por seguro que una función f (z), continua en el segmonto 
la, bl, es intograble en él y que para dicha función existe la primi- 
tiva P (z), la fórmula (6) se doduce sin dificultades algunas, 

Soa R una partición arbitraria 


a=1<x<...<m-=b 


del segmento la, b] en partes. Entonces (las explicaciones vienen 
más abajo) 


E (b)—E (a) =F (2p) — F (20) =P (2) F (8ni) +E (Ena) — ++. 


n-i 
eee —E (ay +E (2) —F (z) = 2 IF (2r) F (2) = 
kao 
a è 


Pasa 16043] 1d (0 
ho kad ii 
de lo cual so desprende la fórmula (6). 


En la cuarta igualdad de (7) so ha empleado el teorema de La- 
grange del valor medio 


P (ar41) — E (Ea) = Fa) (as — Tahe 


enfvirtud del cual E es un punto del intervalo (Za, 744). La última 
relación provione del hecho de que la función f es continua en la, b] 
y, por lo tanto, integrable en la, bl, razón por la cual su cualquier 
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suma integral, y, en particular, la que se ha obtenido como resul- 
tado de aplicar el teorema de Lagrange, tiende, para Ap —>0, a una 
cierta integral de f en la, bl. 


Resulta válido el teorema. 

TEOREMA 1. Una función no acotada en el segmento la, b) será no inte- 
grable en dicho segmento. 

De este modo, para que una función f sea integrable en el segmento la, bl, 
es necesario que sea acotada en erte segmento. 

Sin embargo, esta condición no es suficiente. 

EJEMPLO. función 


4, sl z es racional, 


MOS sae ensima, 


está acotada: | () | = £, pero no es integrable en cualquier segmento lo, b] 
(a < b). 

O efuctivamente, si on In suma integral do esta función elegimos, a título 
de los puntos Ey, los números racionales, entonces 


nat 
5 
onm Y YA = Y) 1:02,=0-a. 
PR 
En cambio, ei clejimos Ey irracionales, tendremos 

nm 


amd = 1) Ax, = (b-a). 


Esto prueba que An no puede tener un mismo limite, cualquiera quo soa 
elección do y y, por ende, la función y es no integrable en Ja, 4) 
Demostración del teorema 1. Sea 


nas 
e Y 160 inma) 


una suma integral de la función f correspondiente a cierta partición 
<<... < En == b. Si admitimos que la función j no está acotada en 
jo será forzosamente no acotada en uno de los segmentos parciales, sen en 
ži,» 11,4] «Fijomos Er € fz Zen] paro todos los {ye lp, considerando. por 
ahora $y, var fable, El sumando /(E,) (24,4 ;—=2,, no está acotado en (2, 2,44 
mientras que 1a suma de los demás sumandos és un número hien determinado. 
Pero, en este ci | op | puede hacerse tan grande como se quiera con la elec- 
ción correspondiente del punto E, € lzi, z444] y la función / no puedo ser 
integrable en Ja, bl, pues de li mtogrobiliðad de una función / on [a, b) 
proviene que sus sumas integrales están acotados para E cualquiera. 


Además, en adelante se introducirá el concepto de integral 
impropia. Álgunas funciones no acotadas en un segmento son inte- 
grables on el sentido impropio. Mas, esto será el objeto de nuestros 
razonamientos ulteriores. 
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§ 6.2. Propiedades 
de las integrales definidas 


En este párrafo estudiaremos las propiedades de las funciones 
integrables. Se ha observado más arriba que las funciones continuas 
y monótonas en un segmento [a, b] son integrables en dicho seg- 
mento. La demostración de esta afirmación se re: rá en el $ 6,7. 

TROREMA 1. Si M es una constante, se tiene 


è 
]Mdz=M0=e) a) 


Efectivamente, la suma integral do la función / (z) = M para 
cualquier partición R dal segmento la, bl es igual a 


¡ Maza À Az,=M (b—a). 


De aquí 
lím 07 =M (ba). 
Apo 

TEOREMA 2 Para una función 


O, zela dl, ze 
el, e, 
è 


| veterano. 


En efecto, prefijemos arbitrariamente una partición Ai del segmento |a, b]: 
ar <<... CI b. 


Uno de los semiintervalos de esta partición, supongamos (zm, 2 42), Contiene 
deniro de sf el punio €: 2 € €< zm. Por eso ja suma imiegral 


= 
oroe 3 We (Ea) Aaa = Ve (Ema) Amaat Ye (m) Azm 
G 
(los sumandos restantes son nulos a ciencia cierta). Puesto que | Ye (3) S | A 1 


toneinos 
lan WAIS 14 1 (Azma H Arm) +0 
pora hy = 0, y el teorema queda demostrado. 


uonema 3. St la función f es integrable en cada uno de los segmen- 
tos la, cl, le, bl (a <c < b), será integrable en lo, b) y 

? p è 

| Idz= | 1 (2)dz+ È f(a) dz 2 
(propiedad aditiva de la integral definida). 
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l Demostración, Sea R una partición arbitraria del segmento 
la, bl 
Rasna. La = b, 

de tal genero que uno de los puntos de R, sea Zm, coincide con ol 
punto e (zm = c). Entonces R induce en los segmentos la, el y le, bl 
ciortas particiones R, y Re: 

Riann.. L Tn =e 

RECS En Linn So. L Ta =b 


s n-i 
o= 2 16) 82, E 169 At E, 160 Ary onton 


es decir, On = Om, + Ony Sea 
Anm máx [Ax,[=>0. 
en 
Entonces, con mayor razón Any >O y Ang 0. Por cousiguiento, 
4 è 
lím op lim on, + lím an= | H(2)d2+) 12) da 
Ano A anot E : 


Esta igualdad se ha domostrado por ahora para las particiones R 
quo contienen ol punto c. Poro, en tal caso, queda licita también 
para cualesquiera particiones H (véase el lema 1 más abajo). Por 


consiguiento, la integral ES oxiste y so verifica la igual- 
das 


d (2). 
Por definición 


| 1 dz=0, (3) 
< 


è . 
KO Has, b<a, (4) 


dondo f es integrable on 15, al. 

No os difícil ver (al tomar en consideración las afirmaciones (3) 
y (4)) que la igualdad (2) es lícita para cualesquiera números a, b, €, 
fon tal de que / son integrable en el máximo de los segmentos la, bl, 
la, cl, le, bl. 
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Por ejemplo, en el caso de que si c< a < b, on virtud del teo- 
rema 3, tenemos 


o bion 

? t- e : E 

f ra=} td Ñ fdz= | fdz+ | jds, 
y se ha obtenido (2). 


rromema 4, St las funciones f, y fa son integrables en la, b] y A, B 
son los números arbitrarios, entonces 


è P è 
| tar +81) d3=4 | 1,d24 B| hdz, (5) 
En particular, cuando B = 0, obtenemos la igualdad 
à è 
Y aras—a | hdz, (0) 
es decir, un factor constante se puede sacar fuera del signo de la integral 
definida. 
Para A = 1, B = +1, obtenemos 
Mi è Y 
| Gia td de=| hdz | pdz © 


Demostración, Para una partición arbitraria R tonemos 


an ast sel 
A 6) + 81691374 2 1:60 Azy+B 2, 160 Azp 
De aquí, pasando al límite para Àn -> 0, obtendremos la igualdad 
(5). La última es, evidentemente, obvia también para b © a. 
TEOREMA 5. Si una función f, integrable en la, bl, se modifica en 
el punto c € la, b), entonces para una función f, obtenida como resul- 
tado de la modificación, tiene lugar la i 
A è 


| Ata) dz= f 12) dz. 
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ción. La modificación de la función / sólo en un punto eso reduce 
iona a/ (2) una función del tipo 


0, zEla, bl, =Ac, 
donde A es un cierto número. Entonces 

he) = f(2) + e) 
y, de acuerdo com el teorema 2, 


, 
fe narma. 


Por eso, en virtud del teorema 4, 


x è Y è 
$ hdr f tdrt È Ve az= | az, 


lo que se trataba de demostrar- 


Observación 1. El teorema 5 muestra que la integrabilidad ae 
la función / no depende de los valores que ella toma en cierto punto 
determinado. 

Por ejemplo, una función yp (z) = (son z)/z está definida en el 
semiintercalo (0, 11. Si la ponemos igual a uno para z = O (Y (0) = 
= 1), será continua y, por ende, integrable en el segmento (0, 4]. 

1 


Mas, quedará integrable y su integral | y (x) de sorá igual al mismo 
è 


valor, si ponemos + (0) = A, donde A es un número cualquiera. 
Teonexa 6. Si las funciones f y ẹ son integrables en un segmento 
la, bl y satisfacen en dicho segmento la desigualdad 


1<09(), 


entonces 


Ñ . 
|æ] ods (axb). (6) 


Demostración, Para cualquier partición R 


SIE cS oen 


puesto que Az; > 0, Por esta razón, después de pasar al límite para 
An — 0, obtendremos (8). 
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veonema 7. Es válida la desigualdad 


» 
lirwa] If (2) ldz (a<5) (9) 


o bien, si a no es necesariamente inferior a b, tenemos 
è y 
| Ut 22|<| | rd), o 


siempre que f y |f | son integrables en la, bl. 
Demostración, Es evidente que 


=I ISIAN) 1 VzEla, dle 


Pero, en este caso, en virtud del teorema 6, 

è poo 

| (Iæ ldz< $ 145) 1/1dx, (a<b) 
o bien 


P T 
=$ 11142<| 142<| 11102, 


» è 
OS 


lo que se trataba de domostrar. 
juando a < b, los miembros segundos de (9) y (9') son iguales 
entro sí. En cambio, si b< a, entonces, debido a (4), 


Sl 1£1ax|, 


es docir, so verifica (9). 

Por fin, ol caso en que a = b se reduce a una relación obvia 
O <0. Con esto queda demostrada (9). 

Observación 2. La integrabilidad de f en [a, b] lleva consigo la 
integrabilidad de |f | en la, b] (véaso más abajo el $ 6.7, la observa- 
ción 2). Para las funciones concretas esto es siempre evidente. Por 
ejemplo, si una función f es continua a trozos en la, b] (dicha función 
es integrable lo que se demostrará más abajo), entonces también 
17 | es continua a trozos. 
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Viceversa, de la integrabilidad de |f (x) | no se deduce, en el 
caso general, la integrabilidad de f (2) en la, bl- 
Por ejemplo, la función y (2), aducida en el ejemplo del $ 64, 


vel 


no es integrable en fa, b]. Entre tanto | (z) | = 1 en la, o) jes 
precisamente una función integrable en a, bl. 


1 para z racionales, 
—A4 para z irracionale 


TEOREMA 8 SI una función f es] integrable y noJnegativa en la, 0) jy existe 
un punto e € la, b] de continuidad de f, para el cual f (c) > 0, entonces 


è 
j Fil (a<) (o) 
- 


Demostración. Vamos a considerar que c E'(a, b). Por cuanto f es conti- 
mun en el punto e Y / (e) > O, existe un segmento [€ — 6, e -+ 6] tal que (véase 
el $ 3.3, el teorema 4) 


n> LY 


=>, Vzéle—6, e+. 
Entonces 
à m e è 
Jimie f 100004 $ poat | 10r0r>o, 
a a es e 
puesto que 
ei è 
froen f raaa 
i de 
eto eze 
| raaa È nd=25n>0. 
eA oda 


Si e = a, o bien e = b, entonces en lugar 
examinar el segmento a+ ól, ó [b — ô, 

LEMA 1. Sea Ra una partición arbitraria 
a título del punto de partición, un punto e. 

La función | está acotada en e segmento La, 0] y para cus sumas integrales, 
correspondientes sólo a las particiones del tipo Ra, se verifica 

lim 0.1. 
anero 


Entonces la función f es integrable en [a, 0] y 


que contenga, 


è 
| e@a=r= 16m, on 
) pe 
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Demostración. Sea R una partición arbitraria del segmento [a, b] la cual 
no contiene el punto e: 


Ria= 


o <UL Im L Imh  = b, 


donde zm < € < z 
Àl adicionar a A 
también Ap, > 0. 


ir en 0 ol sumando f (Èm) (Zm 1 —: h eer Gi) (e—a H 


'Lipunto c, obtenemos la partición Ay. Si An — 0, entonces 


Al sup 
+ f (Ein) (2m+1 — 0), Obtenemos la suma integral o, 
or = op, + 
donde p= 21 — am) — f ia) (e — zm) — 1 Gi =o) am 
A e S a 
IRIS M (fmt — 2m) + M lo — m) + M (2 — dk 
= 2M (241 — Tm) 


Por consiguiente, 


lim or > lím op, + Im =1+0m1. 
E a 


$ 6.3. Integral como función 
del límite superior 


Observemos que 
è è 
| Ma) de= | f(u) du, 
es decir, no apea respecto de qué letra —z ó u— se realiza en el 


segmento (a, bl la integración, pues en ambos casos cualquier suma 
integral de f tiene por expresión 


nat 


(Es) Azpe 


Sea dada una función / integrable en el segmento la, bl, En 

este caso, cualquiera que sea 7 que satisfaga las desigualdades 
“e b, la función f será integrable también en el segmen- 

to la, zl. 

Esta afirmación requiere una demostración, no obstante no la 
daremos. En los casos concretos esta afirmación es, como regla, ovi- 
dente. Por ejemplo, una función continva (monótona) en el seg- 
mento la, b] es, a su vez, continua (monótona) en la, z), y, por 
tanto, integrable en la, zl. 

Prefijermos un valor arbitrario de zEla, b]. Será de interés 
para nosotros la integral definida de f en el segmento la, z], la cual 
es una función de z. Designémosla mediante F (2). 
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Así pues 


F (2) = | 1(u) du. 1 


Empleamos la Jetra u a título de variable de integración con el 
fin do distinguirla del límite superior de integración z. 
En la fig. 77 viene expresada la gráfica de una función f, acotada 
y conlinva a trozos, que on el punto 
č tiene una discontinuidad. El número 
P (2) para z dado se expresa un el 
dibujo a través de la figura ABza. 
Al variar z en la, b| varía F (z). 
reonema i Si una función f es 
integrable en el segmento Ía, bl, la 
función F, definida según la fór- 
mula (1), es continua en todo punto 
z Ela, bl. 
Fig. 77 Demostración. Prefijemos arbitra- 
riamente un punto z y demos a oste 
punto un incromonto h (en la fig. 77 está expresado h posilivo). 
Tenemos 


1F (z--h)—F (2) | = 


ga E e 
[94 1 du]=| | pudu|< ma] 


(M> lf lu) h VuEla, be 


Hemos obtenido vna desigualdad 
IFE+m=F(1<MIh1, 


de la cual so desprende que: 
lím IF (z +à) — F (21 = 0, 
sr 


es decir, F es continua en el punto z. 

Snbrayemos que z puede ser tanto un punto de continuidad como 
un punto de discontinuidad de f, y, de todas formas, la función 
F (z) queda continua en este punto. 

TEOREMA 2. Si una función f, integrable en la, bl, es continua en 
E pato la, bl, entonces en dicho punto existe una derivada de F 
(véase (1): 


F' (z) = f (2). a) 
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Demostración. Sea z un punto de discontinuidad de f. Tenemos 


pr e sta 
Feth- ta 10900] =7 | 190u= 
xp H ` ss 
=4 | a+ EN 
cp 


tT vorenn T 1 as. (6) 


En el proceso de obtener (3) se han empleado las propiedades de la 
integral definida demostradas más arriba, En la cuarta igualdad 
ss ha aprovechado el hecho de que J (=) no depende de u, o integrando 


respec! se debe considerar / (z) como un factor constante 
(véase el teorema 4 del $ 62). 
Demostremos que 


em 
+) WOHE) du 0. ( 


La función f es continua en el punto z, razón por la cual para cual- 
quier e >Ô se puede indicar tal $ >O quo si |h |< ô, se tiene 
Itte) Ke Vu Elz z +h 

Por lo tanto, para |h |< ô tenomos 


ep aa 
l4 j rw-rendu|k|i | 1 wra duje 


if eujen 


y hemos argumentado de este modo la propiedad (4) 


i). 
De (3), pasando al límite para A — O, obtendremos a base de (4) 
que existe una derivada F” (z) que vale 


Fo) lim PEER — ffa), 


Con esto queda demostrado el teorema 2. 

Fijémonos en que en el teorema 2, aunque se permitía que la 
función f fuese discontinua en el segmento la, b], no obstante, en 
el punto z, en el que se afirmaba la existencia de una derivada do F, 
se suponía que la función f era continua. De lo contrario, el teore) 
no sería, en el caso general, válido. 


15-01980 
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El teorema 2 afirma, en particular, que si f (2) es continua en el 
segmento (a, b], entonces F (z) tiene derivada en dicho segmento 
igual a f (z) (F” (z) = f (2), Vz € la, bl). 

De este modo, si la función f es continua en el segmento la, bl, 
eziste para ella una primitiva en dicho segmento. Además, a título 
de una de las primitivas podemos tomar la integral (4). 

De aquí so deduce que la integral indefinida de una función f, 
continua en la, bl, es igual a 

[rd] 1(du+C, zEla, bl, 


donde C es una constante 


$ 6,4. Fórmula de Newton—Leibniz 


La fórmula mencionada tiene la forma 
è 
î j (u) du =O (b)— O (a) =0 (2) [3 


Aquí f (u) es una función continua en el segmento la, b] y ® (u) 
os una do sus primitivas en ol mismo segmento. 

La fórmula de Newton— Leibniz ya se ha demostrado on el $ 6.4. 
En el párrafo mencionado se suponía conocido que una función f, 
continua en la, b], era integrable y tenía en el citado segmento una 
primitiva. 

Ahora ya sabemos por el $6.3 que la i ilidad de una función 
continua en la, b] leva consigo la existencia en [a, b} de una primi- 
tiva para dicha función. 

Demos a conocer otra demostración de la fórmula de Newton— 
Leibniz. Volveremos a la función 

F (z)= | F(u) du, (2) 


a) 


Observemos que 
P Ñ 
F(a)= | 1(du=0 y F(6)=| f(u) du. © 


Además, sabemos quo F (z) es una primitiva para f (z) en la, b). 
Por tanto, si O (z) es, en el caso general, alguna primitiva, existe 
una constante C tal que 

D()=P()+C, VzEla dl. 6) 
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De (2), (8), (4) obtenemos 


» 
00)—0(0)=F(0)—F(a)=|/(u)du, 
y queda demostrada la fórmula (1). 
EJEMPLO 4 


po 
homo 73" 


jau- 


Esto prueba que el área (fig. 78) de la figura rayada que so dispono 


Pig. 78 Fig. 79 


por debajo de la parábola y = 2*, es igual a 1/3, 
EJEMPLO 2. 


| sonzdz=—cos2 lid 12. 
è 


Do tal manera, ol área do la figura (fig. 79) limitada superior- 
monte por la sinusoide y = sen z, y inferiormente, por el ojo z 
es igual a 2, 

Esemro 3 La función 


1, -1<2<0, 
| 0, 2=0, 
1, 0<z<1, 


es contínua en el segmento [—4, 1], a excepción del punto z = 0. 
El segmento [—1, 1] puede dividirse en dos: [—4, 0] y (0, 1), 
en los que la función es monótona y, por tanto, integrable. Por esta 
razón q (2) es integrable en [—4, i]. Es válida la fórmula 


F(z)= | signudu=—1+12) (-1<z<1)- (5) 


4 
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Efectivamente, en el semiintervalo [—1, 0] la función ọ (z) es 
continua: p (z) =—1. Su primitiva en dicho semiintervalo es 
igual a —z. Por eso, al aplicar la fórmula de Newton—Leibniz, 
obtenemos 


j signu du = Í (—1)du= —u  =—1—z (-1<r<0). (8) 
A A 
En vista del teorema 1, F (x) es continua, en particular, en el punto 
z= 0, por lo cual 


PO) lim (=1=2)==1. (7) 
Para 2>0 
Fl2)> [sguuduo f sigmudu+ | 1-du= | =—i+2 
A A è o 
De (6), (7), (8) provi 


6). 
ma fórmula más ologante so obtendrá, si la integración so 
realiza a partir de z = Ô: 


| signudu=|=1. (9) 
è 


Bajo el signo de integral on (9) interviene una función acotada 
discontinua en el punto z = 0. La integral como función del limito 
superior F (z) = |z |, es una función continua, el punto z = 0 
incluido, lo que concuerda con el teorema 1 del § 6.3. No obstante, 

ada F” (0) no existe y esto no contradice el toorema 2 del 

$ 6.3, ol que garantiza la existencia de la derivada F” (z), siempro 
que f soa continua en el punto z. 

TEOREMA 1 (SOBRE EL CAMBIO DE VARIABLE). Tiene lugar una igual- 


è 4 
| rta | fio (019 (0 de, (40) 


donde la función « (t) es continuamente derivable en lc, dl, a = 
=49 (e) b= p (d), mientras que f(z) es continua en ÍA, Bl = 
= q (le, dl), esto es en la imagen del segmento lc, d} creada mediante 
la función q. 

Demostración, Sean F (z) y ® (£) unas funciones primitivas de 
1 p, y Flo (0) y (t), respectivamente. Entonces (véase el $ 5.2, 
(1) y más abajo) resulta válida la identidad D (t) = F lg (0) + 
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+C, c<t<d, donde C es una constante. Por eso 
F) — F (e) = F lẹ (D) — F le (eA = 0 0—0 e). (1) 
Pero, en virtud de la fórmula de Nowton—Leibniz, el primer miem- 
bro de (11) es igual al primer miembro de (10) y el segundo miembro 
de (11) es igual al segundo miembro de (10) y esto es lo que demuestra 


la fórmula (10). 
EJEMPLO 4. 


4 m2 
aii eane | Vaan acos t dt = 
è 


~a m 3 
sons qT nat 


2 
=a yaaan y A e E 


Observación, El límite superior de integración respecto de t 
puede tomarse igual a 5/2 y el resultado quedará ol mismo, lo que 
concuerda con el teorema 4. 

PIEMPLO 5 
y mA 
| sono tdt = — | (1 — cost t) d (cos 4) = (z =c0s t) = 

E $ 
=s] (122) dz =0, 


puesto que en la integral obtenida el límite inferior es igual al 
superior. 
PrempLo 6. Si f es una función par (f (—u) = f (u)), entonces 
f Fu)du=2 | f(u) du, 
e g 
puesto que 


$160 du (1 —2)= -f Mare | ads 


- { 1a) dz = | 1 (u) du. 
ó è 
EsEmpLO 7. Si j es una función impar (f (—u) = —f (u)), entonces 


Írtrdr=o. 
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EEMPLO s. Si f es una función periódica de poríodo 2: 
+ 2a) = f (2), entonces po n (f(e + 


atza 


i lejde =È 16 az, 
à 3 


porque 
2aga a 


2 0 
fi f(a)dr= z=t+2a)= | f(t+2a)dt= | 1d) MOLA 
ha 3 d z 


y, por consiguiente, 

toa a 2a aja 2x 
| Idem | fla)dz+ | 19 dr+ jj Ha)dz=| 1(e)dz. 
a a Èa 1] 


E 


enro s 

3 -3 1 

T n a - j (12) da | (1—2) dz = 
A 


TS 
4 


EsempLO to. Resolvamos el ejemplo 5, haciendo uso de los ejem- 
plos 8, 7 

iz 2a sa 3 

| sen? £dt= | sente de+ | senttdt=2 | sen? tdt =0, 

è 3 ES Es 
ya que la función sen? t es impar. 


rzonoma 2. Es válida la fórmula de integración por partes para la 
integral definida 


è è 
| w (ajv (a)dz=u (2) v (a) | -Í u(z)v' (2) dz, (12) 


donde u y v son funciones continuamente diferenciables en la, bl. 
Demostración. El producto u (z) v (z) tiene en la, b] una deri- 
vada contínua 


(u (z) v (2) = u (2) v' (z) + u’ (2) v (2). 
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Por lo tanto, de conformidad con el teorema de Newton—Leibniz, 


2 
alot fl = f tuo o (+ (2) 0(21dz= 


$ x 
= uso" (e) dz+ | w jve) de, 


de donde se deduce (12). 


EJEMPLO 4t. 
4 


f n(1+z)dr= 
E] 


=In(14+x2), de=d2)= 


i Ñ Ñ 
ES n2- | 102+ | <= 
H š 


% 
=In2—44In (1+2) 142102. 
TROREMA 3 (SOBRE EL VALOR MEDIO DE LA INTEGRAL DEFINIDA). Para 


una función f, continua en el segmento (a, bl, existe tal punto E € (a, b) 
que 


à 
Y 1) de= fE) (0—0). (43) 


Demostración, Puesto que f es continua, existe para ella una 
primitiva D, por lo tanto 
b 


f Fo dz=00)— Dla) = G) a) -10 ba), 


EEla, b). (14) 

La primera igualdad en (14) es la fórmula de Newton— Leibniz 

jara la función continua en la, b] f. La segunda igualdad es la 

fórmula de Lagrange para @. Por fin, la tercera igualdad se des- 
prende de que O” (z) = f (2). Vz € la, bl. 


§ 6.5. Resto de la fórmula 
de Taylor en la forma integral 
Supongamos que la función / (z) tiene derivadas continuasTde 


orden hasta n + 1 inclusive. Entonces, en virtud de la fórmula_de 
Newton—Leibniz, tenemos 


(1) du =f (1) de 


p=tz 


do 


rostot ira 
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siatt af (0 E | (1 (0dt=1()+ 


+106—-0+| 01 dte 


u=f'() — |du=f" (at 
5 aa sal v= La) 7 
aa 


=H thP eath a+] 02 ae, 


Continuando el proceso de integración por partes, obtendremos 


t= J ÓN (1 
E 
donde 
Tala) =p | Eoee (pat. B 


dl La fórmula (4), (2) lleva el nombre de Taylor con resto en la forma 
viae manlo mal POA al PAD 
Pa =i (0D Ea), EEla, 2). 

Suponiendo 
E=za+0(z—a), 0<0<1, 
obtenemos 


r= EET o 100 (a+ 0 (20), 


es decir, el término residual de la fórmula de Taylor en potencias 
de z — a en forma de Cauchy (véase el $ 4.14, (10)). 
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§ 6.6. Sumas de Darboux. 
Condiciones de la existencia 
de una integral 


Supongamos que en un segmento [a, b] está definida la función acotada 
LU LGS 1< M). Introduzcamos una partici da 


R: 


=AL Cnm, 
Sea 


a t ) Mi= (2). 
a, g e a, A 


A la par con las sumas integrales 
on È, 160 Am 


sumas siguientes 
nat rn 
sn= Y) mbr Sa= Y) Mi Ssi 
È ds 


sumas de Darbouz inferior y superior. Es evidente que sn < Sn: 
s de Darboux no son necesariamente integrales. Sin embargo, sé 
f(z) es una función continua, entonces sp y Sp serán mínima y máxima, res- 
pectivamente, de las sumas integrales correspondientes a la partición dada, 
puesto que, de acuerdo con el teorema de Woierstrass, / (z) alcanza su minimo 

máximo en cada segmento (ze. zs), y por eso se pueden elegir los puntos. 
do $4 El. 2ca1l do un modo tal que f (E) = m y 1 (6) = Mi 

Por cuanto m & 7 (z) < M; y Az; > 0, entonces 

RE ORS Sp. 104 


constantes, mientras que lo 


examinemos 1 


Siendo fija la partición, sg 
suma integral gp queda de los números $y. Es 
fácil ver age a chenta de la elección adecuada de los puntos E, podemos hacer 
Ja suma on tan próxima a sp y Sg como se quiera, es decir, ja partición 
dada, an y Sp representan los colas exactas inferior y superior para las sumas 
integrales: 


ns a1 ms aai 
s= Y mbri=iol Y) fE) Ar, Sa= Y) Mi An =spp Y) f R) Arie 
amh a arepa 

Sean Ry, Ra, Ra las particiones de la, b]. Si todos los puntos de Fy portene- 
cen a Ra, escribiremos M, = Ra y diremos que As es una prolongación de R. 
Si'un conjunto de puntos, de os cuales se compono, Ra, es una suma teórico: 
multiplicativa de los conjuntos de puntos, de los cuales consten Ri Y Ra, se 
escribirá Ry = Ry + Ry. 

Propiedades de las sumas de Darboux: 

1%. Si a los puntos de división con los que cuenta la partición R se añaden 
algunos puntos nuevos, la suma de Darbouz superior (Sp) no crece, y la infertor 
(sm) no decrece: 


S<Sp Esp VREM. 


Darboux G, (3842—1917), un matemático francés. 
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De este modo, 
Se — 3 < Sr — sr 

Demostración. Para demostrar la propiedad podemos. ovidentemente, Jimi- 
tarnos con un cus) en que se añade sólo un punto nuevo de di sE 
€ (21 214). Sea Sp la suma de Darboux superior para la partición R, Y Sp; 
para la partición R’. En este caso Sy se diferencia de Sp. por lo que en lugar 
del sumando MA, en la suma Sp. intervendrán dos sumandos: 

Mi (él — z) + Mi (an 2), 


donde Mi= sup, fa Mi= sup fo. 


Eene] can] 


Por cuanto los segmentos [zy, 2'), la”, 2141] forman parte de [zy z 4, resulta 

eME AS ir naia S 

puede sólo disminuir). Por esto razón 

MIR Man — 2) Ml — n + — 2) 
= Mi fin = th 


es decir, Sp < Sp, lo que se trataba de demostrar. 

Para las sumas inferiores la demostración es análoga. 

2, Cada suma de Darbouz inferior no es superior a cada suma de Darbouz 
pers incluso cuando la Ultima corresponda a otra partición del segmento: 
a S Say 

Demostración, Sex Ry = R; + Ry. Teniendo presento la propiedad 1°, 
obtenemos sp, S sp, S Sp, < Sp, 

Así pues, hemos demostrado que el conjunto de sumas do Darboux inferio- 
res (su) está acotado superiormente por cierta suma superior $p (Sn < Sp) 
por lo tanto existe la cota superior ezacta de las sumas infertores: 


le=sup tn Sm. 


En adición se ba demostrado también que toda suma superior Sp no es 
menos dol número e. Esto muestra de que existe la cota inferior exacta de las 
sumas superiores 


AS 


Por consiguiente, 7. < 1*. Con ello, para cualquier partición R se verifican 


las desigualdades 
SISIK Sp. 0) 
Los números /a, 1* llevan el nombre de integrales de Darbouz Inferior y su- 
perior, 


TEOREMA 1 (DE EXISTENCIA DE UNA INTEGRAL). Para que extsta la integral 
definida de una función acotada f (2), es necesario y suficiente que se verifique 


nat 
—sn)= lim Y o o, 
Mn, (En) lim, Y 0185 o 


donde el número œ; = M; — m; se denomina oscilación de la función f (2) en 


izn anh 
U Demostración. 1. Necesidad de la condición. Admitamos que la integral 


definida 7 de la función f (z) existe: es decir, Ve > 0, 36 > 0 tal] que 7 — 
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—=e<0p<I+e€, en cuanto Ar < ô, independientemente del modo 
de tisie los puntos ep € n Le 

Anteriormente fue establecido que sn y Sp son, para R dada, las 
colas exactas inferior y superior para las sumas integrales ag; al variar los 
puntos Ey € fzr zp]. Por eso 

I—e&sr Sor SS SI +0 VRconin<6, 
es decir, 
dman Ma saet 


lim (Sa—15)=0. 
pe 
IL, Suliciencia. Supongamos que la condición (3) está cumplida. En tol 
caso, de la desigualdad (2) se deduce quo 7, = /*. Designemos el valor común 
estos dos números mediante 7 (1, = 7* = 1). Entonces 
1 <1< Se w 
De (3) se infiere que para cualquier e > 0, 36>0 tal que | Sa —sr| <e 
Pl a ed e 
[I—opI<e para An <8, 
es decir, T os un límite para Øn y / (z) es integrable. 
la 


Observación. De la demostración del teorema se ve que si la función 
b 


J(e) os integrable en fa, b), entonces, lim, oa lim Sa= | / (e) de, y vice 
ho 


è 
verso, si „lim sn= lim Sr=7, entonces [= fiar 
n n > 


$ 6.7. Integrabilidad 
de las funciones continuas 
y monótonas 


TEOREMA 1. Sí una función f (z) es continua en la, b], seró integrable en el 
segmento mencionado. 
Demostración. Ya que la función f (z) es continua en [a, ò], será en dicho 
segmento uniformemente continua y, por consiguiente, Ya >0, 35 (e) > 0 
“que una vez dividido la. 6] en partes con An < Ô, todas las oscilaciónos 
o, <e. De aquí 
"1 


2 mance 2 Azı =e (Pa). 


ee 

Por ser e arbitrario, concluimos que lim, S) ey ár=0, y, conforme al 
am 

teorema 4 del $ 6.8, la función f(x) es integrable. 
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TEOREMA 2. Una junción monótona en un segmento es integrable en él. 
Demostración, Convengarnos en considerar, para concretar, que / (z) no dec= 
rece y que, además, f (a) < f (è), pues de lo contrario la función es constante 
y el teorema sería trivial. 
Por cuanto | 1 (0) </()< 4 (0. Vx Ela, b), nuestra fonción está 


acotada en fi Introduzeamos una partición R del segmento [a, 6) con 


Îr <Ô. ', en el caso dado, w; = / (2341) = —/ (54), resulta 
nat pen 
a, 9345 Ó 2 w= l di a H d 


IDH O a)l 8 F (0) 
xa = a, z, = b. Elijamos ahora 8 = e'lf (2) — f (a)), entonces 


aran Ge, 
E 

cuerdo con el teorema de existencia (del 4 del $ 6.0) concluimos que 
integrable. El teorema queda demostrado. 
Observación, 1. Hemos «le notar que una función monótona puede tenor 
un conjunto numerable de puntos do discontinuidad. Por ejemplo, la función 
veftis ¡Esto 1.2 
1, 1), ie un conjunto numerable de puntos de discontinuidad. Por consi- 
gulento, según el teorema 2, es integrable. 
Observación 2. Si / (z) es integrable en la, b] (a < b), entonces 1/ (2) 4 
es también integrable. 

Efectivamente, Vz’ y z” de {z}, x;+1] tenemos 


MPENI MS 11) — 1 (00 1 (0) 
Si wf, w; son lasoscilaciones de | f (z) | y de (+), respectivamente, en [z4, 21 +1)» 
entonces de (1) proviene que o? $ 01, y 


y, d 
1e) 


} es monótona creciente on 


"at aal 
$ orar < Y widne 
Š 23 
Ya que / (x) es integrable, tenemos 
aar 
w1 Az, —0 cuando Ag—=0. 
E 
Pero, en este caso, 
na 
ag azi-0, 
a 


y, por ende, | / (2) | es integrable. 


$ 6.8. Integrales impropias 


Definamos en un semiintorvalo finito la, b) una función f. 
Admitamos que esta función es integrable (por etnio, continua 
trozos) en cualquier segmento la, b'l, donde b' < b, 
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y no está acotada en un entorno del punto b. En dichas condiciones 
Zu integral en [a, b) o bien, que es lo mismo, en la, b] no puedo 
e r en el sentido habitual (de Riemann), puesto que una función 
integrable en (a, b] según Riemann está forzosamente acotada. No 
obstante, puede suceder que exista un límite finito 
m 
16 (z) de. 
aos 


Si esto es cierto, el límite citado se denomina integral impropia de f 


en el segmento la, b] y se escribe en la forma 


è e 
ES (1) 


è 
En este caso suele decirse que la integral $1 (2) dz converge. 


En el caso contrario se dice que la integral diverge o no existe como 
integral impropia do 3 

Ádmitamos ahora que la función f viene dada en un rayo (a, 00) 
y es integrable en cualquier segmento finito la, b'], donde a < 
<b'<oo. Si existe el límite 


es 
li; de, 
lim j f(a) dz, 

so llamará integral impropia de f en la, 00) y se designará así: 


A Y 
$ 12) dz = lim j 1(2) dz. 


Convengamos en usar la siguiente terminología. La expresión 
è 
f ieaz (0) 


so llamará integral (de f) con la única singularidad en el punto b, 
si se cumplen las condiciones siguientes: si b es un punto terminal, 
la función f será integrable en fa, b'] con b' cualquiera que satisfaga 
las desigualdades a < b' < b, y, además, no está acotada en el 
entorno del punto b. Si, en cambio, b = +00, entonces acerca de la 
función f se supone sólo que es integrable en la, b'] para cualquier 
b > a finito. 
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è 
De un modo semejante se entiende la integral | j (z) de con 


la única singularidad en el punto a. Ahora, b es un punto terminal. 
Si el punto a < b es también finito, entonces f no está acotada en 
el entorno de a y es integrable en cualquier segmento [a”, bl, donde 
a< a < b. Si, en cambio, a = —co, la función f se supone inte- 
grablo on la”, b] para cualquier a'< b. 

n adelante se analizará, para concretar, la integral (2) con la 
única singularidad en el punto b, sea éste finito o infinito, Todas 
las deducciones pueden extenderse por analogía al caso de una 
integral con la única singularidad en el punto a. 

TEOREMA. Sea dada una integral (2) con la única singularidad 
en el punto b. Para su existencia es necesario y suficiente el cumpli- 
miento de la condición (de Cauchy): para todo e >0 existe by < b 
tal que 


f 14t|<e, (3) 
Ki 


cualesquiera que sean b', b” que satisjagan las desigualdades by < 
<U << b. 
Demostración, Examinemos una función 


Pije] Id (a<z<0. 


La oxistoncia do la integral (2) es equivalente a la existencia del 
límite lím F (2), lo que, a su voz, es equivalente al cumplimiento 


de la condón de Cauchy: para todo e > 0 existo bo donde a < 
< bo < b, tal que se cumplo la desigualdad | F (0) — F (5) | < è 
para todos los ò’ y b” que satisfagan las desigualdades bẹ < b' < 
<b <b. Pero, 


P 
PF) 10 dt, 
d 


y ol teorema queda demostrado. 
Zurro 1. Una integral 


1 
“e, 


4 
5 O) 
donde a > 0 es un número constante, tiene, obviamente, una única 
singularidad en el punto z = 0. Para enterarse de si es convergente 
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o no, se debe calcular el límite 


i 
de a { 
lim [LE =tím lím. et-a] = 
e 
fl poen pm las a>4. 
Do osto modo, la integral (4) converge para a < 1 y es igual a (1 = 
— 2)»; la integral diverge para a > 1. Si a = i, la integral di- 
Torge: 
ñ 
de 
Mí = —límine= ' 
E 


EJEMPLO 2. La integral 


ai 
+00, a< 1 (diverge), 


lím zt- 


x 1- , a>1 (converge), 
zimaj- 


y 


am 
i5 
„je 


= lim In N= +00 (diverge). 


soruoLo s. La integral | e dz tiene una única singularidad en 


y 
el punto z = +o. Ella converge y es igual a 
» y 
| taz lí | dra lim (98 lim 3 
) pl a Napu 
Sea prefijada otra vez la integral 
è 
| idz © 


que tiene una única singularidad en el punto b. En este caso la 
integral 

è 

| tE) az, (6) 


donde a<c<b, tiene también una única singularidad en el 
punto b. La condición de Cauchy para la existencia de las integrales 
(5) y (6) se enuncia sumamento igual. Por lo tanto estas integrales 
convergen simultáneamente o divergen simultánemante. Además, 
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cuando a<e<b, tiene lugar, evidentemente: 
è Y $ y 
jaa Jus pal jr Jr) 
: y A 2 
= jra+iin | raj tat] fdz, (7) 


donde Jos una integral propia corriente de Riemann y las inte- 


Eos 
grales | y f son impropias. 


He aquí una igualdad 
P 


è 
| (41+ Bo) dz lim | (41480) dx 
d ormb d 


Alim fra +01] edema l jasn] yaz, (8) 


donde A y B son constantes, Esta igualdad se debe entender en 
el sentido do que si existen las integrales en ol miembro derecho, 
tambión existe la integral en el miembro izquierdo y tiene lugar la 
igualdad (8). 

Dicen que la integral (5) (que tiene una singularidad on el punto b) 
converge absolutamente, si converge la integral 


f 
J 161a (9) 


del valor absoluto |} (z) |. 

Una integral absolutamente convergente converge. En electo, do lo 
que la integral (9) converge se desprende que para todo e >0 en 
el intervalo (a, 5) existe un punto bp tal que si bẹ < Y < b” < b, 
entonces E 


>) 110 la>] [roas, 
è è 


es decir, para la integral (5) se cumple la condición de Cauchy. 
Puesto que. 


R 2 
|f 10 22|<) 116) laz, 
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pasando al límite para ò'— b, para la integral absolutamente 
convergente (5) obtendremos 


ji 1de|s] 11) ldz. (10) 


Observación. La desigualdad (10) es lícita también para una 
integral que no sea absolutamente convergente: en este caso a la 
derecha figura el símbolo co el cual se considera mayor que todo 
número finito. Esta circunstancia es de amplio uso en la técnica 
de los cálculos. Si se requiere enterarse de si es convergente-o no 

» 


Ja integral | / dz, escribimos la desigualdad (10) y analizamos la 


è 
convergencia de la integral | |7 | dz. Si ésta última convergo, es 


è 
decir, si i |f | dz < co, entonces converge también nuestra integral 


Y 
| fde. Por supuesto, si f If Idz = œ, tendremos que aplicar 


a nuestra integral los métodos más finos. Es posible que a pesar 
de todo ella converge, pero no absolutamente (véanse los ejemplos 
al final dol $ 6.9). 


§ 6.9. Integrales impropias 
de las funciones no negativas 


Sea dada una integral 


è 


| ftayaz, w 


que tiene una única singularidad on el punto b, y sea f (z) >0 
en el intervalo de integración la, b). Entonces, evidentemente, la 
función 


Y 
F0)=) H(2) dz (a<v<0) 


1601350 
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de ò no es monótona decreciente. Por cso, si dicha función está 
acotada (F (9) < M, a < b' < b), existe la integral (1) 
e 


g 

| (£) dz = lim j 1rd<M. 

l GE] 

En cambio, si F no está acotada, la integral (1) diverge: 
è y 

j 1(2)dz=lím f 1()de=+00. 


Si /(<) >0 en la, b), se escribe 
è è 
| 19 42<oo, o bion | /(2) dz =00, 


según sea la integral convergente o divergente. 
Teorema 1. Supongamos que las integrales 


è 
| He)dz, a) 
è 

| oiar B 


tienen una única singularidad en el punto by queen el intervalo la, b) 
se verifican las desigualdades 
0</f(2)< oe). 6) 
Entonces, de lo que la integral (2) converge deduce la convergencia 
de la integral (1) y tiene lugar la desigualdad 
è è 


| 1425 ods, 


y de la divergencia de la Integral (1) se desprende la divergencia de la 
integral (2). 
Demostración. De (3) se deduce que para a< b' < b 


Lo» 
| 182<) qaz. (4) 


Ahora, si la integral (2) converge, el segundo miembro de (4) estará 
acotado por un número igual a la integral (2) y en esto caso estará 
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acotado también el miembro primero. Y, como el primer miembro 
no decrece monótonamente cuando crece b', entonces tiendo, pues, 
a un límite (una integral): 

Y b 


paje 


Viceversa, de la divergencia de la integral (1) proviene que el 
límite del primer miembro en (4) es igual, para è' > b, a co, Y, por 
lo tanto, el límite del segundo miembro es también igual a co. 
nomina è Supongamos que las Integrales (1) y (2) tenen una 
única singularidad en el punto b, con la. partleularidad de que las 
funciones subintegrales son positivas y existe un límite 
Mm La =4>0, (5) 
En tal caso dichas integrales son convergentes o no lo son simultánea- 
mente. 
Demostración. De (5) se deduce que para e< A positivo so 
puedo escoger tal c€ la, b) que 
A <P <a+e (<=<b), 
y, como «y (z) >0, entonces 
(4 — e) p (2) <j) < (A +e) gi) (<<. (6) 
b 


è 
[1dz= lím 


Do la convergencia de la integral Jodz, se deduce la conver- 


gencia de la integral | vaz, como también la de la integral 


$ +) pdz; poro, en oste caso converge también, de conformidad 


con el teorema anterior, la integral [/dz, y, junto con ésta, la 


b b 


integral f fdz. Viceversa, de la convergencia de ij 1 dz so desprende 
¿ ú : 


la convergencia de jods, porque a la par con (5) tiene lugar la 


i. 
img ai 


igualdad 
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Observación, La igualdad (5) significa que Ja función f es equi- 
valente a la función Aq cuando z — b. En este caso se dice también 
que las funciones f y q son de igual orden para z —» b, 

vemo 1. Analicese la convorgencia de la integral 


Eras, 
Tenemos $ 
| fe sen kada < Themsen kejdr< fe di=1<o0. 
f è f 


Hemos empleado aquí la desigualdad (10) del $ 6.8 y Ja observa- 
ción para dicha desigualdad. 

Mediante el signo ~ interpuesto entre las integrales so denotará 
ol hecho de que dichas integrales son, en virtud del teorema 2, 
o bien simultáneamente convergentes o bien simultáneamente 
divorgentes. 


mexmon | a Emo. 
ò 


EJEMPLO 


EJEMPLO +. 
i 
Las integrales en los ejemplos 2 y 3 tienen una única singularidad 
en el punto z = 0, Se debe tomar en consideración que sen z = z, 
snYVz=Vz 20. 
La integral del ejemplo 4 tiene la única 
So debe tomar en consideración que 


gularidad en z = 00. 
Fue, a 400. 


a 


EJEMPLO 5. m 3x+5)e""dz converge, puesto que 
` 


| fer—3e+5)eraz|< Ñicr—a=+5) e-si2je-2 dr< 
¿ $ 


<M fede < o. 
¿ 
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El hecho es que Ji (a — 32 + 5) 0"? =0, razón por la 


cual existe un M > 0 tal que | (2? — EA 
Por otra parte, la función | ( 5) eN | es continua 
en 19, N), por consiguiente, está acota en [0 MI con clero mo 
o Mi. De este modo, queda acotada en [O, o0) por un número 
M= mit (1, My). 


§ 6.10. Integración por partes 
de las integrales impropias 


Esempio 1. Las integrales impropias 


fees as, pae dz (a>0) 0) 


convergen. En efecto, integrando por partes, obtendremos 


para todos los A > a finitos, Pasando ahora al límite para A —» 00, 
obtendremos 


Jee ae ege fene au, 


dondo la integral en el segundo miembro converge e incluso absolu- 
tamente: 


[gajc] |i 


raembro 2 La integral E dz converge no absolutamente 


(convencionalmente), pues la integral 


[Ez 2200, a>0, 2 
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es decir, es divergente. En efecto, en virtud de la desigualdad 
son! z < | sen z |, la integral impropia 


faa [a [=p a 


Poro la integral li ur? cos u du converge, mientras que Ja integral 


da diverge. Por consiguiente, la integral impropia (2) es 


divergente, 
Observación. La con 
la función sen z es poriós 


ncia de la integral (1) so debe a que 
mente oscilante y toma sucesivamente 
los valores positivos y livos. La acumulación del área causada 
por los valores positivos de sen z se compensa por la acumulación 
corrospondiente proporcionada por los valores negativos. 

Este fenómeno se explicará en la teoría de las serios (véase la 
sorio de Leibniz y las series convergentes convencionalmente). 

Los ejemplos aducidos muestran que la integración por partes 
puedo servir de medio útil en la investigación de la convorgoncia 
de las integrales impropias. 


Más abajo vienen los razonamientos generales que explican mejor el moca= 
toc 


la, œ) y 0 (z) es su pri- 
continuamente diferencia» 


a 4 
forro | om ii 


y 
=g (4) © (A)—s (0) D(a)— j Die (z) dz (3) 


si 
1 dm g (A) D(4)=0, 


2) la integral jow g’ (2) dz converge, entonces, evidentemente, existo 
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una integral impropia 
4 > 
f Pide (az= Jim f qa) e (2) de= —g (a) O (e) — f Dwg (dr  ( 


Do aquí se deduce, en particular. 

CRITERIO DE DIRICBLE? DE CONVERGENCIA DE LA INTEGRAL (0. Si la 
función © (z) está acotada (D (2) < Af), en tanto que g (z) decrece y tiendo 
hacía cero cuando z — o, entonces lu integral (4) es convergente. 

Está claro que estas condiciones implican la propiedad 1). Luego 


¡fowrae|< j ¡ra irar 
3 š a 


4 
=—M f 8 (izm —M la f g e) dz=—M Jim [e Ie om a) a. 


BIEMPLO 9. La integral 


Panta >, 
[e i 
que tiene una única singularidad cn z= œ, converge para % > 0. Esto se 
infiore del criterio de Dirichlet, donde so debe considerar que g (1) = agy 


(z) = sen z, D (z) = —cos z (| ® (2) |S 4). Es absolutamente convergente 
a P G se demuatra Igual que on el ejomplo 2 de) O3. 


§ 6.11. Integral impropia 
con singularidades en varios 
puntos 


Sea prefijada una integral 
» 
fra) de, (1) 


o soa, una expresión formal por ahora, donde bajo el signo de integral 
b 


È figura la función f (z) definida en el intervalo (a, b). De oste 


modo, a puede representar un número finito o —co, y b, un número 
finito o oo. 

Supongamos que el intervalo (a, b) puede ser partido en un 
número finito do intervalos mediante los puntos 2 = ĉo <c < 
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<<... < cx =b de un modo tal que cada intervalo 
er 
f Hajdz (k=0.1, ..., N—1) (2) 
à 

tenga la única singularidad o bien en ol punto cz o bien en el punto 


Pol 
*81 todas las integrales impropias (2) conveegen (convergen absolu- 
tamonte), la integral (1) recibe ol nombre de impropia convergente 
(absolutamente convergente) y al símbolo (1) se le asigna ol número 

b NA hea 

$1(2) dz= 5, $ He) dz. 

: ho da 
Pero, si al menos una de las integrales (2) diverge, la integral (1) 
se considera divergente. 
Si J (z) > 0, entonces 
una sola singularidad, para 
è 
EG] de<oo, 


¡al quo on el caso de integrales con 
integral (1) so escribo 


si os convergente, y 
b 
f (2) dr=00, 


si la integral citada divergo. 
EJEMPLO 1. 


f ear j e*dzr4 [ráo+i=o. 
Se Za š 


Esta integral tiene dos singularidades: en el punto z = —0o 

y on z == œ = +00. Correspondi nte, la hemos ropresentado 

formalmente como una suma de dos integrales, cada una de las 

cuales tiene una de las singularidades mencionadas. Es evidente que 
o 


j “dimo, ferda=1. 


Aquí nos hemos permitido considerar que co + 1 = o, 
EJEMPLO 2. (a > 0) 
e converge convencionalmente para 0<a<1, 
E do ( converge absolutamente para 1<a<2, 
E 


E diverge para a>2. 8) 
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En efecto, esta integral tiene dos singularidades: en z = 0 y en 
z = oo, por lo cual con el fin de analizarla oxaminemos una suma 
formal 


[tae je m 
¿ 


Bajo la integral Í figura una función positiva, razón por la 


cual dicha integral o bien diverge o bien, si converge, es absoluta- 
mento convergento. Para su Investigación nos serán útilos las des- 
igualdades (véanse el $ 3.3, (8) y el $4.19, ejemplo 1) 

Den 


tarse (0<2<0, 


de donde 
i , 
jus de< fui-ade<oo para a<2, 
è 
A r 
j nz de>d fairdemos para a>2. 
ë 


Por consiguiente, 


ñ 
¡ senz q, | Convergo absolutamente para a <2, w 
fP diverge para a>2. 

Luego (véase ol $ 6.10), ejemplo 2) 

ES de | converge para a >0, pa 
E convergo absolutamento sólo para a> 1. 


Capítulo 7 


Aplicaciones 
de las integrales. 
Métodos aproximados 


$ 7.1. Area en las coordenadas polares 


El ároa S de una figura limitada por dos rayos 0 = 0, 0 = 8, 
que tienen por origen el polo polar 0, y una curva I definida 
coordenadas polares mediante la función continua p = f (8), pu 


£ 


Fig. 80 Fig 81 


dotorminarso del modo siguiente (fig. 80). Ronlicemos la partición 
del segmento lð, 04): 


OL hr ...<0 = Oo 


Un elemento de área do una figura limitada por la curva I y los 
rayos O = On, O = Oas, so oxpresará aproximadamente por el área 
del sector circular limitado por los mismos rayos y la circunferencia 
de radio pa =f (a) y dicha area es igual a 


FRA, A0, = Orti — Ohe 


Resulta natural considerar que, por definición, 
5 0 o. 
isc da. E -4 fondo (21070. 
NS) 


Se ha obtenido, pues, la fórmula para el área de una figura en 
coordenadas polares. Para una función continua / (9) la integral (1) 
como ya lo sabemos, existe y, por endo, el límite de cualquier su 
integral es igual a esta integral. 
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empto. Una circunferencia expuesta en la fig. 81 se define en 
coordenadas polares mediante la ecuación p = 2R cos 0. En vista 
de (1), el área de un círculo vale 


br za 
s=2m | cost d0== aa EEE q0 a 
A ¿ 


$ 7.2. Volumen de un cuerpo 
de revolución 


Sea T una curva descrita en el sistema rectangular de coordenadas 
z, y por una función positiva continua y = f (z) (a Ș z< b). 
Calculemos el volumen V de un 
cuerpo de rovolución limitado por los 
planos z= az= by la super 
engendrada por la de revolución 
curva T alrededor del eje z. 

Realicomos la partición del seg- 
mento la, b] en partes: a = zy < 
<a <»..< Zn = b, yconsideremos 
que un elemento AV del volumen Fig. 82 
del cuerpo limitado por los planos 
Z= zy, £= za 03 aproximadamente igual al volumon del cilindro 
de altura Aza = Zr — Za Y radio ya = f (za): 

Ay ~ ny Aza = af (23)? Aza 


aai 

La magnitud Vy==n Y) f (24) Aza expresa aproximadamento Y y 
E , 

v= Mm ny Pl)Ar=a) Paz. 0) 


mirano eh d 
So ha obtenido la fórmula para el volumen de un cuerpo de revolu- 
ción (fig. 82). 

empto. Un elipsoido de revolución (alrededor del eje 2) 
EIN 


es un cuerpo limitado por la superficio de revolución de una curva 
y= F (a<:<q) 

alrededor del eje z, por lo tanto, en virtud de la fórmula (1), su 
volumen es 


Y=ali 


(ža (sE) 
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$ 7.3. Curva suave en un espacio. 
Longifud de un arco 


En el $ 4.24 se ha introducido el concepto de curva continua 
plana definida paramétricamente, en particular, el de curva suave, 
Nuestro deseo es complementar los conocimientos mencionados. 
Al mismo tiempo examinaremos en el espacio una curva más general, 
Tros ocuaciones (fig. 83) 
z=4(0), 
y=wy (1), pa<t<d, (1) 
z= x(t), 
donde las funciones q, }, % son continuas en la, b), definen una 
curva continua que se designará mediante I. Si, además, dichas 
funciones q, 1, % no sólo son continuas, sino tienon en (a, bÌ deriva- 
das continuas que no se anulan simultánea- 
monte, entoncos I recibe ol nombro do curva 
suave. 

El hecho de que las derivadas q’ (t), 
W (0, x’ (£) no se anulan simultáneamente, 
cualquiera que sea el valor de £Ela, bl, 
puedo oxpresarse así: tiene lugar la des- 
igualdad 

Fig. 83 NR OR So (2) 
para todos los t€ la, bl. 

Si prefijamos un valor determinado do t = tọ, entonces, en 
virtud de (2), uno de los sumandos g (fe), Y (o), 7: (fa) — son ol 
primero— no será igual a cero (9” (ta) # 0). Y ET que 
q/ es continua, existe un intervalo (fẹ — ô, to + 6), en el cual 
y” (£) es dol mismo signo que tione y' Pero, en este caso, on 
dicho intervalo la función z = q (t) es estrictamente monótona y 
existe una función continuamente diforenciable inversa de la función 
x € (c, d), donde (c, d) es cierto entorno del punto 
|. De resultas llegamos a que cierto trozo pequeño y 
1] que está contenido el punto Ay = (9 (to), Y (to), 
por dos funciones de continuamente diferencia bles: 

y = le (al = (0, 
xig (21 = ta (2) 

(Sx<d c< z< d, zo = p (to)). Si, de hecho, w' ea 
6 Y (ta) = 0, entonces, razonando de un modo semejante, llegamos 
a que un cierto trozo y = T se escribe mediante las ecuaciones 


z=) :=40 
M<y<u A< y< H, Yo =P (to) 


% (to), so descri 
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o bien, correspondientemente, 
=p () y= h) 
PLEI p< <q, zo = 1 (to). 


Las ecuaciones (1) de la curva suave T no sólo definen I (como 
un lugar goométrico de puntos (4 (t), (£). % (£)), tE la, b]), sino 
determinan, además, la orientación do I, es decir, la dirección, a lo 
Jargo de la cual crece el parámetro t. En la fig. 83 vione expuesta 
una curva suave T, correspondiente a la variación del parámetro t 
en ol segmento (a, b) (a < b): A = (q (a), (a), y (a)) es el punto 
inicial de l, B = (9 (b), y (9), x (b)) os el punto final do T, y la 
flecha indica la orientación de T. 
ndo el parámetro £ croce continuamente desde a hasta b, el 
punto (6 (t), W (t), % (£)) se desplaza continuamente a lo largo de T 
a partir del punto inicial A = (q (a), y (a), % (a)) hasta ol punto 
final B = (q (b), y (b), x.(D)). El punto móvil puede rotornar a la 
posición de partida, es decir, puede suceder que t, ts € la, bl, 
t, < ty o (4) = P (ta), w (8) = (a), x (h) = 7 (t); en este caso 
dicon que la curva I se interseca, La curva I se denomina cerrada, 
si coinciden los puntos A y B. 

Introduzcamos una función £= À (1), e <T< d, que tione en 
fe, dl una dorivada continua distinta de cero y que aplica (e, dl 
sobre la, bl. Puesto que 3 (t) no cambia de signo en le, dl, pueden 
haber sólo dos casos: 


1) Y (1) >0, y on tal caso A (c) = a, à (d) = b, 
2) Y (1) <0, y on tal caso » (c) = b, A (d) = a. 
Nuestra curva suave I puede ser definida medianto los ecuaciones 
2= [À (1) =p. (1), 
y= p AMA (T). (1) 
z= y [h (1) = y (1) 
con ayuda del parámetro v (e < t < d). Una misma curva T puedo 
definirse en forma paramétrica mediante diferentes parámetros 
e 
Ha de ser notado que las condicionos (2) quedan on vigor en el 


Jenguaje de t, puesto que, de acuerdo con la fórmula para la derivada 
de una función de función, 


(os Re OY + (4 (my = 
=e (0 + O + 0410 (09>0. (6) 
Sin embargo, cuando se introduce el nuevo parámetro v, puedo 


alterarse Ja orientación do T. Si » (r) >O en lc, dl, la función 
t = h (1) es estrictamente creciente y À (c) = a, 2 (d) = b. En esto 
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caso, al erecor t, croco también £ desde ) (c) = a hasta 7 (d) = b 
es decir, la orientación de I no cambia: las ecuaciones (1) y (1°) 
definen una misma curva suave con la misma orientación, mas con 
ayuda de los parámotros distintos. En cambio, si A' (t) < 0 en 
lc, dl, entonces A (c) = b y 2. (d) = a, y, al crecer T, el parámoiro £ 
va decreciendo. En este caso las ecuaciones (1”) definen la misma 
curva T que las ecuaciones (1), pero de orientación opuesta, 

En las cuestiones, donde so dobe tomar en consideración la 
orientación de la curva, por I se entiendo no sólo la propia curva 
(un logar geométrico de puntos), sino también su orientación. Es 


Fig. 84 


menester recordar que las ecuaciones (1) definen tanto la propia 
como Ja orientación do ella (el movimiento del punto de T 
ntido de crecimiento de 2). Si el parámetro £ se sustituye por 
otro parámetro t (t = 2 (1), so obtendrá la misma curva orientada 
T, siempro que 4 (z) > 0. Si, en cambio, 4’ (1) < 0, se obtendrá 
de nuevo la misma curva, pero esta vez orientada en el sentido 
opuesto y se debe utilizar otro símbolo para designarla ésta última 
(como una curva orientada), por ejemplo, T.. 

Dada una curva orientada T mediante las ecuaciones (1), la 

curva T. puede, por ejemplo, definirse mediante las ecuaciones 
2= (1) 
y =% (0), ASIS a. 
2=x1x (0). 

Introduzcamos el concopto de longitud del arco do una curva 
continua T. Sea dada mediante las ecuaciones (1) una curva conti- 
nua T. Partiremos el segmento [a, b] por los valores a = to < 
<4<t<:.. <ty=b. A cada f, le corresponde un punto 
An ET(Á, = A, Ay = B). Unamos los puntos Az sucesivamonte 
por medio de los segmentos AjAz +, (fig. 84). Do resultas obtendre- 
mos una quebrada Py = Asd; ~. - Ax inscrita en T. La longitud 
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de Py es igual a la suma de longitudes de | Aráin li 
ms 
Pyl= Y l4r4xurl- 4 
Ixl= 2, rasa (5 


Se llama longitud del arco T el límite de la longitud de D'y, cuando 
el máximo de tj, — t; tiende a cero 


máx lím — IPy|=1P1, (5) 
(A 


slempre que dicho límite ext (es un número finito). Lo hemos designa- 
lo con |T ]. 

So puede demostrar que para cualquier curva continua (1) oxisto 
el límito (5), finito o infinito (+00). En el caso si el límite citado 
es finito, la curva se denomina rectificable. 

tuoneMa 1. Una curva suave I, definida por las igualdades (1), 
es rectificable. La longitud de su arco es igual a 


» 
m= VOR OFF dt (6) 


En esta enunciación es importante que las ecuaciones de T vie- 
nen dadas en el segmento la, b]. Si fueran prefijadas en el intervalo 
(a, b), donde p, tp, % son continuamente diferenciables en (a, b) 
y sus dorivadas no son nulas simultáneamente, también diríamos que 
las ecuaciones (1) determinan una curva suave, pero ósta podría ser 
no roctificable. No obstante, cualquier su trozo, correspondiente 
a ciorto segmento le, dl < (a, b), es roctificable. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1. Al aplicar el teorema de Lagrange 
a las funciones p, p, %, tendremos (At, = tası — fn Ar = máx Ata) 


(tre) — 0 (ta) = 9" (4) Atas 
(tusa) — Pta) =W (5) Atar 
(irti) — z (fa) =X (65) Atas 


Ag 


y, por consiguiente (las explicaciones vienen más abajo): 


N-i 
ICal=3) V OPF AFEA = 


kmo 


N-i 
= Y V EF e E AFA 
izo 
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x-1 
=) VIO OPA e F Aty- 
iao 


š 
+ CORO (M 
eq 


(aquí th, ti, 1% € (fs, t1+1) son, en general, unos puntos distint 
es decir, es válida ln fórmula (6). 
En efecto, por sor continua on (6) la función subintegral, 


x-i 
la D VEFE FT A= 
amoi 
» 
= VICO OFF OPA. 


Además, observemos que se satisface la desigualdad 
E ES 


<V EPT EPA m7 


la cual dico que la diferencia entre las longitudes de dos lados de un 
triángulo no es superior a la longitud del tercer lado. Luego, por 
cuanto las funciones y" y x’ son continuas en la, b], ellas serán tam- 
bién uniformemente continuas en la, bl. Por lo tanto, si A} < ô, 
entonces 


We 


e < ga 


y. por consiguiente 


Na 
trl=|S WTA 
a 
VAPOR VOR Ata |< 
x-1 
ESA A e TOS 
io 


Esto es indicio do que ry tiende a cero cuando 2, => 0. 
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Apliquemos la fórmula (6) para calcular la longitud del arco 
de T, cuando ésta última viene prefijada por las ecuaciones (4) 
mediante el parámetro vt. Tenemos (véase (6)) 


a 
mls { VOF O (Mp 


a 


= |V TROFEO) e 


è 
= |V OF OF an WSO: 


En la última igualdad de esta cadena hemos realizado el cambio 
de variable £= A (1) en la integral. 

Por consiguiente, |T, | = |T |. 

Vemos, pues, que la fórmula (6) para la longitud de un arco 
se expresa del modo invariante a través del parámetro del arco. 

Iniroduzcamos una función 


A 
sm) VITORIA TOP 


(a«<t<0) (8) 
del límite superior de Ja integral. Ésta expresa la longitud del arco 


AC, donde C es un punto variable del arco AŻ = T correspondiente 
al valor del parámetro £. Bajo el signo de integral en (8) fígura una 
función contínua de u, por lo cual la derivada de la longitud del 
arco s respecto de £ vale 


VICO OFO. (9) 


Puesto que q' (£), Y (£), x' (1) son continuas, la derivada ds/dt 
es, a su vez, una función continua do £, y, además, positiva (véaso 
el $ 7.3, (2)). Pero, en este caso, $ = p (t) es ostrictamente creciente 
en la, b] y tiene su función inversa continuamente diferonciable 


t=p() 0<s<I|T| (10) 
que posee la propiedad 


Z =o (DH (0) (0 (DJ >0, 


Pero, en este caso, la variable s puede servir de parámetro de nuestra 
curva suave I, y, por endo, las ecuaciones de T pueden ser escritas 
17=01380 


258 Capítulo 7. Aplicaciones de las integrales 


en la forma 
z= 0 [K (5)1=e (3), 
y [u (s) =p. (8), Jossem, 
z=% [K7 (8)] = Xe (5)» 


dondo las funciones Pe, Pa, Ze son continuamente diferenciables 
en [0, [T Jl. 
Con el fin de obtener Jos resultados correspondientes para una 


curva plana I = AB, se debe poner en los razonamientos anteceden- 
tes z = 7 (1) = 0. Entonces, la curva plana suave T se definirá 
por dos ecuaciones 


z=¢ (t), } 

a<1<b, 
ON os 

donde p y + son las funciones continuamente diforenciables que 

obedecen la condi 


(o (19 + (9 (99 >0, tela, dl. 
La longitud de T es 


A 
n= Vere Oat. (6) 


La longitud del arco AC œ T, donde C es un punto do I, co- 
rrospondiente al valor del parámetro £ € la, bl 


: 
s= | VO OF O du, (6) 


y la diferencial del arco valo 
VWF OPA. (0) 
Si I está definida con ayuda de una función continuamente 
diferenciable 
v=H 2<2<b, 
podemos considerar que T se define por el parámetro z: 
z=z, 
a<z<b. 
y=H(0), [SS 
Entonces, en virtud de (6) 
AA 
my (E) e. 
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En cuanto la diferencial del arco de P se expresa mediante la fórmula 
ds=V IF dA. 
rsemeLo 1. Hállose la longitud del arco de la curva I: y = 


=chx 0< r <2. 
Tenemos 


A 2 
T= MS dz= [chzdr=shz[¿=sh2= 
ë fi 


EsemeLo 2 Hállese la longitud de una circunforencia I de radio 
R. La circunferencia puede definirse paramétricamențo del modo 
siguiente: 


z= Roost, 


y=Rsent, ] Tanga 
Entonces 
2 2 
Io [VR Tosi dt = R | dt = 2aR. 
è 


rsemLo s. Hállese Ja longitud dol arco dë la curva D: y = 


-= f VITTFE dt, cuando x varía dentro de los límites de O a 2. 


Demos a conocer que la dependencia explícita de y en función 
de z se puede encontrar, sí calculamos la integral con ayuda do la 
sustitución de Euler o considerando la integral dada como una 
irracionalidad lineal fraccional. Mas, on el caso dado no nos hace 
falta la dependencia explícita. Tenemos y' = V Zz + z. Por eso 


2 2 
r= [VIF EF fat 1)dr= EY ¡4 
i ò 
§ 7.4. Curvatura y radio 
de curvatura de una curva. 
Evoluta y evolvente 


So llama curvatura de una circunferencia de radio R un númoro 
1/R. Esto número puede obtenerse también como razón del ángulo 
formado por las tangentes en los extremos de un arco de la circun- 
ferencia a la longitud de dicho arco. El ángulo formado por las 
tangentes a una circunferencia en los puntos A y 2 es igual al ángulo 
central œ entre los radios OA y OB. La longitud | A3 | del arco 
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AB es igual a Ra. Por eso (véase la fig. 85) 
Lo 
U E 
La última definición de curvatura de una circunferencia ofrece la 
idea de cómo so puede definir la curvatura de una curva suave arbi- 
traria 
Examinemos una curva suave arbitraria l. De acuerdo con lo 
demostrado en el $ 7.3, esta curva es rectificable y hay sentido de 


Fig. 85 


hablar sobre la longitud de cualquier su arco AB. El ángulo a (0 < 
<a <n), formado por las tangentes a I en los puntos A y B, 


so denomina ángulo de contingencia del arco AB. La razón del ángulo 
de contingencia del arco AB, y su longitud leva el nombre de curva- 


tura media del arco AB (fig. 86). Por fin, se llama curvatura de la 
curva T en su punto A un límite (finito o infinito) de la razón entro 


el ángulo de contingencia œ del arco AB de la curva y su longitud 
¡AB |= | As |, cuando la última tiendo a cero: 


a 

REST “a 
De este modo, 0 < K < oo. Por definición, la magnitud R = 1/K 
(donde se considera que O = 1/00, co = 1/0) se denomina radio de 
curvatura do T en el punto A. 

El punto O,, dispuesto en la normal a I en el punto A y alejado 
de dicho punto a la distancia R = 1/K on la dirección de concavidad 
do T, se denomina centro de curvatura de T en el punto A (figs. 87 
y 88). Es evidente quo el centro de una circunferencia coincido con 
el centro de su curvatura. 
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Una curva y que representa el lugar geométrico de los centros O, 
de curvatura de la curva plana T, se denomina evoluta de T. La 
propia curva T lleva el nombre de evolvente de y. 

Supongamos que una curva T viene dada mediante la función 
y= f (z) (e< z< d), que tiene la segunda derivada continuo. 
Hallemos su curvatura en el punto A = (z, f (x)). Sean q, y Pa 


Pig. 87 Fig. 88 


Ax, 


los ángulos que Jas tangentes a P en los puntos d y B = (z -+ 
pesien con la dirección positiva del Ia (iétos le 


Eh dl 


tgm =f (a) ea = f (+40), 


a = | arctg /'(x) —arctg f' (z + Az) |- (2) 
Luego, 
rise 
As=|AB|= ii VIFO O" du. (8) 


Por tanto, de (1) obtenemos (aplicando la regía do L'Hospital (res- 
pecto de Az)): 


hs arctg f’ ()—ortg f' (z+ Aa) | 
Klim | aate taa E 


Pr 
|; VIFF OP du 
pitan 
i+ EADP 
dao | V (244. 
Hemos oltenido la fórmula la curvatura 


ro 


Karol (0 
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Si la curva suave T está prefijada en la forma paramétrica: 


2=0(, 

a<t<b, 

oo] S 

donde q y y son las funciones dos vecos continuamente diferenciables, 

entonces, haciendo uso de la regla para diferenciar las funciones 
definidas paramétricamente, obtendremos (véase el $ 4.11) 


hd Lil a 


ra= 
6) 


Hallomos la ecuación paramétrica de la evoluta y y de la curva P, 
definida por la ecuación (figs. 87, 88) y = f (z). Tenemos (véase (4)) 
1 MEG Laia fri) (6) 
ETORRI 
Supongamos que el centro de curvatura O, de la curva T en su punto 
A = (z, f (2) tione las coordenadas (E, n). So determina por un 
vector 
p=r+ iv, g] 
donde r es el radio vector del punto A €I, y v es el vector unidad 
de la normal orientado hacia el lado de concavidad de T. La curva T 
so expresa por una ccuación vectorial 


r= (z, y). 


De aqui 


P= (yh F= (O, y) 


Luego (véase el $ 4.23, (3°), 
re —Ye 4 
(> 72): 


El signo debe elegirse de una manera tal que el vector v sea orien- 
tado hacía el lado de concavidad de T, es decir, que el producto 


escalar (v, Fs) tenga el signo positivo: 


v F= tyg h simy (144 p; 


Así pues, 
us 


4 
VD Yita 


(8) 


v=signyi 
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Al pasar en la igualdad (7) a las proyecciones, teniendo presentes 
(6) y (8), obtendremos 


a Atua —yesienve _, veto 
an ARA I e 
Mton signos ita 
E. 9 
Demostremos que una normal a la curva (a la evolvente) en el 
punto A = (z, f (z)) es tangente a la evoluta y en ol punto O, = 
= (E P: Para esto será suficiente demostrar que las tangentes a la 


curva T y a la evoluta y on los puntos correspondientes son ortogo- 
nales (perpendiculares entre sí): 


a [1 


(it 4 ey tsy 
(EE) Jen [v+ (58) ]-0. 
La otra propiedad importante de la evoluta consiste en lo siguion= 
te. El incremento del radio de curvatura de una evolvente es igual, 


P s 


Fig. 89 Fig. 90 


salvo el signo, al incremento de la longitud del arco correspondiente 
de la evoluta: 


RR =x%10—0 l 


Aquí se omite la demostración de esta propiedad. 

Imaginémonos un hilo enrollado en la evoluta. Supongamos que 
el hilo so desenrolla de la última quedando siempre denso. Despe- 
gándose de la evoluta, el evidentemente, siempre será tangente 
a la evoluta. Entre tanto, el extremo libre de la evoluta describirá 
la evolvente (fig. 89). Como la longitud del hilo puedo ser arbitraria, 
la evoluta engendra wna infinidad de evolventes. Una longitud 
a la que el hilo se desenrolla de la evoluta es igual, obviamente, 
al incremento del radio de curvatura de la evolvente. Si la curva T 
viene dada paramétricamente: z = z (f), y = y (t), entonces la 
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evoluta se definirá mediante las ecuaciones 
zpr 


=: MESE E. as 
E=z rd) yr A (10) 


(véase el $ 4.11). 
EJEMPLO 1. La evoluta de la cicloide z = t — sent, y =t— 
— cost es la curva E=1t-+semt, y =—1 + cost. Suponiendo 


Fig. 94 


t= 1 + n, obtendremos las ecuaciones 
E-a=t—snt 9+21-c087, 
que determinan la curva do partida, pero algo desplazada (la evolwt 
de una oicloido es también una cicloido congruente de la de partida, 
la fig. 90). 
EJEMPLO 2. La evoluta de la elipse z = a cost, y = b sen t 
(aœ b> 0) es una astroide (fig. 91) 


a aro 
t= coste, q= — p" sonte 


§ 7.5. Area de una superficie 
de revolución 


Sea I una curva que se describe en el sistema rectangular de 
coordenadas z, y por la función positiva y = f (2), (a < z < b), 
que tiene en la, b] una derivada continua. Calculomos el área $ 
de la superficie de revolución de P alrededor del eje ż. Con este fin 
realicemos una partición == < z; < .. . < za = b, inscriba- 
mos en la curva l una quebrada F, con vértices (£y; f (xx) y calcule- 
mos el área de la superficie de revolución de la quebrada alrededor 
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del eje z (suma de las áreas de las superficies laterales de los conos. 
truncados): 


s 
Sa X, + (erd V AFA, 


Ayr= f (Err) — f (23). 
Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia Ay» Tobtendremos 


n-i 
Sa=n Y atar VIT E A= 
ho 


s: 
=21 Y) fV IF E Aat Rn + 
iao 


s 
+20 10) V TFU GF de 


para Ay = máx Az, — 0; de acuerdo con el teorema de Lagrango, 


el punto En € (Zm, Za41)). En efecto, por cuanto / y /' son continuas 


en la, bl, entonces la función / (2) VI F 7 GF es integrable, por 


lo cual 


sA è 
lim 22 AVE 2 | VET. 
00 : 


Luego, 
Ulla (eD eM V FTE- 
=YV IFT a Aza] = 
=la E Ued eD WTA TETE) 
+l) aV FT ENP) Anl 
<5 IEI EdD I E dl 


+V IFT ED ro) — f (2a) Atao 


Puesto que f y f' son continuas en [a, bj, están acotadas y son 
uniformemente continuas en [a, b]. Por eso. |j} <M, V IFT CFS 
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<M, y Ve>0, 38>0 tal que 
AAA => 


WEI MiS => 
para A. <ô. De aquí 


IRAS) [M aapt near) Az, = 
iao 


a1 
=) ôn- 
pa] 


es decir, Ra —0, cuando %, — 0. De este modo, el área de la super- 
ficie de un cuerpo de revolución es igual a 


4 
S= 2n | f (V IFTE dz. Y 
. 
EJEMPLO. Hállese el área S de la superficie de revolución de una 
elipse á 
+ 1 (a>b) 


alrededor del oje z (área de la superficie de un elipsoide de revolu- 
ción). 
solución, La ecuación de la mitad superior de la elipso 


=iVI=A(<O), y= vin 


E ES 
á 


| Vaiau 


Sab at «Va 
rl ii = 
= 27b Vai arcsen z . 


Cuándo b— a, en el límite obtendremos S = 4na? que es el área 
de la superficie de una esfera de radio a. 


$ 75. Fórmula de interpolación de Lagrange 267 


$ 7.6. Fórmula de interpolación 
de Lagrange 
Planteemos el problema siguiente. Se pide hallar un polinomio 
algebraico La (z) de grado no superior a n, el cual coincidiría con 
la función f (=) en los puntos prefijados zp, Zi, » +=, Zn. De este 
modo, deben satisfacerse las condiciones 
$ (2) = Ln (za) (k=0,1,.... 1). 


El polinomio Z, (z) es único. Si suponemos que existe, además, el 
otro polinomio Lẹ (z) que posea las mismas propiedades, entonces 
la diferencia Ln (z) — Ln (x) so anulará on n +4 punto de y, +... 
» + «, Tn y será un polinomio algebraico de grado n, quiere decir, 
la diferencia es idénticamente igual a cero y Ln (z) = Dn (2). 

De la unicidad se deduce que si la función de partida f (z) es do 
por sí un polinomio algebraico de grado n, coincido con La (z) 
para todos los z (f (2) == La (2)). 

Hallomos al principio un polinomio algebraica de grado n 
On. (2), el cual es igual a cero en los puntos z; % za, y es igual 
a uno en el punto z}. Es evidente que 

Quer (2) = A (z — t0) e. (2 — 21) (2 — Zasa) >> (2 20), 


donde la constante A se halla de la condición 


1=0n.a (2) =A Ñ (7,2), es decir, 
pl 
Aum Ü (2) 
tm 
= 
De este modo, el polinomio que se busca tiene por expresión 


A Eb 
Onata)= À E 
E 


Si introducimos en los razonamientos el símbolo de Kronecker 
0, ki, 
dun i, k=, 
tendremos 


Qu. (21) = Sni- 


El problema planteado lo resuelve el polinomio 


Ln (a)= Š, Ona (7D w 
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pues 
Ln (2) =2, Onal) d= X Sul (2)=4 (2) (10,4, + 2). 


El polinomio (t) se lama polinomio de interpolación de Lagrange. 

Igual que al obtener la fórmula para el término residua) en la 
fórmula de Taylor, podemos probar que si f (z) tiene una derivada 
de (z + 1)-ésimo ‘orden, entonces 


Llao (2), D 


donde 
wps (z) = (ez) 
mo 


y E es un punto perteneciente al segmevto mínimo en el que so 
contienen los puntos Zo, Zy, ..., Zn, z. En cfecto, pongamos 


$ (2) — La (2) = Konta (2), (3) 
donde K es una magnitud dependiente de z. Denotemos 
e (2) = } (2) — La (2) — Konti (2), 


dondo K es del mismo valor quo en (3); es una magnitud indepen- 
diente de z. Está claro que y (z) == 0, y (2) = 0 (i = 0, 4, n). 
Sea, por ejemplo, o <z < z, <... < 2n, entonces, al aplicar 
el teorema de Rollo a la función q en Jas segmentos [z,, z], [z. 21), 
y [Zn Zal, llegamos a que la derivada y (x) se anula en el 
jor de cada uno de ellos. Á continuación, al aplicar el teorema de 
Rolle sucesivamente a las funciones y”, .. ., 0%, obtenemos que 
existe un punto E, perteneciente al segmento mínimo que contiene 
en sí los puntos z, £o, F, + «+ Xn, Y en este punto q (0) (E) = 0, 
poro 


WD (e) = 4009 a) — K (n +1) 


pawg 
TFI)! 


He) Lat) = =E onea (2), 


y la igualdad (2) queda demostrada, 

El polinomio de interpolación de Lagrange se emplea para el 
cálculo aproximado de las derivadas de la función f (z), cuando los 
valores de ésta se conocen sólo on los puntos Zo, £y, + + + Zn. A Sa- 
her, se supone 


Suponiendo z=E, obtenemos K = + Por esto 


JO (a) = LP (2). 
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Por ejemplo, si f (z) se conoce en los puntos zp, Zy, entonces, al 
construir según los puntos citados el polinomio de Lagrange L, (z), 
encontramos que 3 

p HET 
F (2) e LIE, 

En los párrafos que siguen más abajo señalaremos la aplicación 
del polinomio de Lagrange para el cálculo aproximado de la integral 
definida, 


$ 7.7. Fórmulas de integración 
numérica de los rectángulos 
y de los trapecios 
Supongamos que se necesita calcular la integral definida de una 


función f continua en cl segmento (a, b]. Si se conoce su primitiva, 
será natural con este fin emplear la fórmula de Newton—Leibniz. 


Fig. 92 


No obstante, la primitiva no es siempre conocida y surge un proble- 
ma reloronte al cálculo aproximado de la integral. 

Un método más simple de cálculo aproximado de la integral 
definida se desprende de la propia definición de ésta. Dividimos el 
segmento la, bl en partes iguales mediante los puntos 


A A) (1) 
| iede ~ 


F pem a), (0) 


donde el signo == expresa una igualdad aproximada 

La expresión (2) lleva el nombro de fórmula de integración numé- 
rica (fórmula de cuadratura) de los rectángulos. En el caso expuesto 
en la fig. 92 el área buscada de una figura, limitada por la curva 
y =f (©, el eje z y las rectas z = a, z = È, es aproximadamente 
igual a la suma de Jas áreas do los rectángulos expuestos. 


y suponemos 
è 
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Sabemos que para una función continua en la, b] el límite del 
segundo miembro de la igualdad aproximada (2), cuando N —> oo, 
es exactamente igual al miembro primero, lo que nos autoriza consi- 
derar que, siendo N grande, el crror de la fórmula (2), o sea, el valor 
absoluto de la diferencia entro los miembros primero y segundo de 
(2), es pequeño. Sin embargo, surge nna cuestión referente a la 
estimación del error. Más abajo nos enteraromos de cómo se obtieno 
la estimación citada al exigir quo la función f satisfaga, salvo la 
continuidad, ciertas condiciones de suavidad (es decir, tenga cierto 
número de derivadas), 

Cabe notar que si la función f (z) = Az + B es lineal, para ella 
la fórmula (2) es ezacta: el segundo miembro de (2) es exactamente 


Fig. 93 


igual al primero. Por cuanto una función lineal es wn polinomio 
do primer grado, podemos decir que la fórmula de integración numé- 
rica de los rectángulos es exacta para todos los polinomios de grado no 
superior a uno, 

Demos a conocer también un otro método bien natural para el 
cálculo aproximado de la integral definida que nos lleva a la fór- 
mula de integración numérica de los trapecios, Este consiste en que 
un segmento la, b} se divide en partes iguales mediante los puntos 
del sistema (1) y se supono aproximadamente que 


è 
imara (Legeen y e 4... 


N 
p Lengte) 


= ENH (2 +21 (204-421 Ewa) H En (3) 


En la fórmula de los trapecios el área de la figura curvilínea 
examinada más arriba se agota aproximadamente por las áreas de 
Tos trapecios (fig. 93). Es importante tener en cuenta que la fórmula 
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de los trapecios es ezacta pora las funciones lineales Az +B (4 y B 
son unos números constantes), es decir, para los polinomios de grado 
ho superior al primero; si tal función se sustituye en (3) en lugar de 
1 (2), se obtendrá una igualdad oxacta. En este sentido la fórmula 
de los trapecios no tiene ventaja alguna sobre la de los rectángulos: 
ambas son exactas para las funciones lineales, 


Designemos con R y (f) lu diferencia entre los miembros primero y segundo: 
de la fórmula de Integración numérica y llamemos Ry (f) término residual de la 
fórmula de integración numérie 

Si una función f 'tiene derivada contínua a trozos 
gadaa 14 62) 1 Ma enfonces el término residual de la 
tángulos (2) obedece a la desigualdad 


el 

A, er 

y el término residual de Ja fórmula de los trapecios (3) obedece a la desigualdad 
Sa 

1, e 


Ha de ser notado que las constantes aquí están calculadas exactamente y no 
den ser reducidas. La deducción de la estimación (2) viene abajo. Las demás. 
:timaciones se dan sin demostración. 

Vemos, pues, que en, ambos cosos para la clase de funciones que tienen, 
una derivada acotado j/' (z) 1< My, los términos residuales tienen elordem 
O (N=) (véase el $ 3.10, (14). 

En cambio, para la clase de funciones que poseen en [a, b] la sogunda deri- 

vada acotada |7" (2) |< M, tiene lugar la estimaci 


¡mación 


1 
ns, 


que es ciorta para las fórsuulas de los rectángulos y de los trapecio 
Orden de aproximación por medio de las fórmulas de los rectángul 
trapecios, que se consideran, ya es O (N3). 

ica que para la elsa de funciones poseedora de derivada acotada de 
orden 1 > 2 ol orden de aproximación por medio de las fórmulas de los recti 
gulos y de los trapecios no se mejora: el orden queda igual a O (N-3). 

La explicación de este fenómeno está estrechamente vinculada con el hecho 
de que ambas fórmulas de integración numérica (de los rectángulos y de los 
trapecios) son exactas para los polinomios de primer grado y no son exactas 
para los polinomios de grado superior a uno. 

Si la función Y cuenta con la tercera derivada acotada, se puede imaginar 
unu fórmula de integración numérica que dará el error de aproximación, de orden 
O (N=3). Tal fórmula debe ser exacta para los polinomios de segundo grado. 
Mas, si no es exacta para los polinomios de tercer grado, entonces para las fun- 
s que cuentan con uns derivada acotada do cuarto grado el error de apro- 
ximación queda el mismo, es decir, tiene el orden O (N=). 

E) fenómeno de que se trata aquí se ilustrará en el $ 7.8 con un ejemplo- 
de la fórmula de integración numérica de Simpson”). 


Ahora, ol 
y de los 


1) Simpson T. (1710—1761), un matemático inglés. 
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He aquí la == E de la estimación (2'). Iatroduzcamos las designa» 
ciones: A = EE, iam SAGA, ay sou los puntos del sistema (1) 


ario] tat 


Ne a+ 
=| 5 z i 1) da—h 7 IAG 

a-f 

Nat ari x-i a+ i 

<2] i ¿ee cn]= 2 | $ ret Gn ez» 
ai a-i 
puesto que 

tj 

ET 
a- 


Aplicando el teorema de Las bajo el si de integral y teniendo 
presente que 17 6) L Ma o do integral y tenien 


-1 tÈ 
ioc | $ ranma] < 
a H 
niati x-siti 
<D f oeaiei Y f ietan 
0 A o h 
ti tj 


donde! 29% esun pas dispuesto entre z y Ey» Realizando el cambio de la variable 


Ea tol 
me 


oia a DES aen | ma 
o Me 
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$ 7.8. Fórmula de Simpson 


Supongamos que se requiero calcular aproximadamente la inte- 
gral de una función continua f (z): 


è 
freaz. o 
Buscaremos el valor aproximado de la integral en forma de la suma 
è > 
$ lejde œ J, Pf (2i) (2) 
è E 


donde po, Pis + +++ Pn Y Zor Ti» + - «1 Zn Ela, b] son unos números 
prefijados. 

La fórmula (2) se denomina fórmula de integración numérica con 
nudos xn y coeficientes ponderales py. 

Al construir las fórmulas aproximadas concrotas exigimos quo 
Ja fórmula (2) sea exacta para los polinomios algebraicos de grado n. 
Esta condición se cumplirá. si a título do valor aproximado de la 
integral (1) lomamos la integral definida del polinomio de inter- 
polación de Lagrange de n-ésimo grado do la función f: 


ñ è pa 4 
fida f Lntojdz=| D Ona (fiz) d= Y pala) (3) 
i : 2 


to 


pr=) Qualerdz (k=0, 4, o ny 


Ga) 
tama’ 


Onat i 
ia 


puesto que si f (z) es un polinomio de grado n, entonces f (z) = 
= 


n (2). 
Chtondremos la fórmula (3) para el caso de n=2 y los nudos 
apa, z= t$}, 2, b. En este caso 


z-z) (a (20) 2x0 -bt a 
Queja E EMB 0—O A y e 


Tn az) Dza = aa 


a Eain) ála) zb 
Qaa 5 


Arama) a ra 
A a T 


18-o1380 
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Por tanto 
2 ed 


à 
po= | Qola) E 


Razonando análogamente, obtendremos 
è 


Pi= | Qni (2) dz = 
a 


; 
p= | Osal) dze 


Debido a ello, la fórmula (3) para n=2 tiene por expresión 
» 
fia 4 (F) +10]. (4 


Ésta es la fórmula de Simpson más simple de integración numérica 
correspondiente al sogmento la, bl- 


Fig. 94 


Desde ol punto de vista geométrico, la fórmula (4) significa que 
el área del trapecio curvilíneo determinada por la función 7 (2) 
on la, b], se ha sustituido por el área que so dispone por debajo 
de la gráfica de la parábola (fig. 94): 


y=La(2)=1(0)Q2.0(2)+1 (2%) 0... (2) +1 (10.2 (2). 
Diremos una vez más que, según la construcción, la fórmula (4) 
es exacta para los polinomios de segundo grado. Resulta, no obstante, 
quo también es exacta para los polinomios de tercer grado. Efectiva- 


monto, | aè de= 


» y el segundo miembro de la fórmula (4) 
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para la función f (z) = 7° es también igual a este número: 
b by3 

Elsy +] 
Bt [eto aate E 


3 (0? 408) 
pap). 


De este modo, la fórmula (4) es ezacta para los polinomios cuyo grado 
no supera a tres. 

Si dividimos el segmento la, b] en 2NV partes iguales mediante 
los puntos 


armatae k (b=0, 4, ..., 2N) 


y aplicamos la fórmula (4) a los segmentos [xp, za), lza, 2d, . -y 
obtendremos, como resultado, la fórmula de Simpson (complicada) 
de integración numérica 


H 
$ 1E) da lr) +12) +21(2) + 


HA (03) +. +2 (taxa) +41 (awi) +1 (Za). (5) 


Desde el punto de vista de los cálculos prácticos, Jy fórmula de Simpson 
y de los rectángulos son iguales en lo que se refiore al volumen de trabajo. 
pro, si la función f es suficientemente suave, el error de aproximación en los 
cálculos según la fórmula de Simpson es considorablemente menor (para N 
grandes) que el error correspondiente del método de rectángulos, 
Si la función f (z) cuenta en el segmento la, b] con una deriva: 
que satisface la desigualdad 


segunda 
IFS My 

y 10 tiene la tercera, o bien no se puede estimorla por tal o cual razón, entonces 

para calcular la integral | / (z) dz se recomienda que se emplee la fórmula de 

los trupecios o, lo que es mejor aun, la de Simpson. 


Se puede demostrar que el error de aproximación al calcular según Ja fór- 
mula de los trapecios ($ 7.7, (3)) será: 


+= © 


y según la fórmula de Simpson (5): 
1 
ar 
da ells fupejón / (e) tiene en [ay 5] la cuarta de 
la salda 
e LA IE Ma 


da continua que satisface 
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se recomienda emplear en este caso la fórmula de Simpson. El error de apro- 


ximación será: 
asp 
q e o 


Si, en este caso, aplicáramos la fórmula de los trepecios, el error de apro- 
ximación tuviera, como antes, el orden N-, es decir, fuera peor que (7). 
EJEMPLO 4. Calcúlese la integral 


4 
1-1 VIF dz. 


La integral dada (de una diferencial binomial) no so calcula en funcio- 
nes elementales. 
Calculémosla aproximadamente, dividiendo el mto (U, 1] en diez 
partes iguales y haciendo uso de las diferentes fórmulas de integración. 
Denótemos los puntos de división de (0, 1] mediante ze = O, z, = 0, 1 
een 20, 'Calculemos aproximadamente 1 
ción f (a) en dichos puntos: 
10=4, f (sa) = 4,00005, / (za) = 1,00080, 
Hay) = 1,00404, f (z) = 1,01272, f (28) = 1,03078, 
f (za) = 1,08283, f (z,) = 1,11360, f (20) = 1,18727, 
Fe) = 4.28090, f (210) = 1,41421. 
De acuerdo con la fórmula de los trapecios, 


Tx eat DHH EH aa 


La función f (z) = V {F7 tiene on el segmento [0, 1] tantas deriv: 
continuas como so quiera. De conformidad con lo observado anteriormente, la 
existencia de lag derivadas de orden superior al segundo no influyo on la oxacti- 
tud de la fórmula de los trapecios, Por eso, el error de la fórmula de los trape 
cios lo determinemos partiendo del hecho de existencia de la segunda derivad. 


continua 
12 B H NA H PR 
Por cuanto M, = máx f” (z) = 2 VŽ, el término residual de la fórmula 


los valoros de la fun- 


21,81219 
LA 1,00001, 


do los trapecios vale 
Raa = Aa m noan 


1 = 1,0906 = 0,0024. 
De acuerdo con la fórmula de Simpson (2N = 10), 


Así pues, 


Im M EA eded 
Hf (dH ed A H2 edt 
HE+ d= ERE 08040. 
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El término residual de la fórmula de Simpson puede determinarse tomando 
en consideración que / (e) tiene derivada continua de cuarto orden (la existencia 
de las derivadas de orden superior al cuarto no influye en la exactitud de la 
fórmula de Simpson) 

KN) = 12 1 — tt H 5) H PA 


Ya que M, = máx | /% (2) 1< 15 VŽ. entonces 


ps 
Roi) < r < Hi < 0002 <00, 


De este modo, 
1 = 1.08949 -+ 0,00002, 
gs decir, la fórmula de Simpson es mucho más exacta en comparar con la de 
Tos trapecios para las funciones suficientemente suaves y para ide. 


Observación. Todos los cálculos se han realizado con ayuda de una micro- 
máquina computadora «Electrónica B3—48Mo. 


Capítulo 8 


Cálculo diferencial de 
funciones de varias vi 


$ 8.1. Información preliminaria 


El concepto de función de varias variables se ha introducido al 
final del $ 3.1. Para poder estudiar las funciones z= j (z) = 
= f (25, «+ s» Za) de n variables, es decir, las funciones de los 
puntos £= (zı, . . ., za) de un espacio n-dimensional R, (2 € Ra), 
el lector ha de poseer cierta información elemontal roferente a la 
teoría de espacio n-dimensional’). 

La distancia!) entre dos puntos z = (z, 

» +1 74) del espacio n-dimensional Ry, 


¡óvula 
tea l= YY (2,2). 
& 


Indiquemos que si z, y, z son tres puntos del espacio R, para 
ellos se cumplen Jas desigualdades 


Zn) y a = (zi, 
determina segi 


le=yl<lr—2<l+ly=xz1 (1) 
lel=Iyll<lz—yl (2) 


Estas se llaman desigualdades triangulares, En el espacio tridi- 
mensional tienen la siguiente interpretación geométrica: los puntos 
æ, y, z detorminan un triángulo cuyos vértices se ubican en dichos 
puntos y las longitudes de los lados son | z — y |, | æ — z |, |y — 
— z |. Por el curso de la geometría sabemos que la longitud de un 
lado de un triángulo no es superior a la suma de longitudes do sus 
lados restantes, mientras que la diferencia entre las longitudes de 
dos lados de un triángulo no es mayor que la longitud de su tercer 
lado. Esto es precisamente lo que está escrito en forma de las desi- 
gualdades (1) y (2). 


3) Véase muestro Jibro eMatemáicas superiores. Elementos del Algebra 
lnea) y de la geometría analítica», $ 6. 
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En el lenguaje de las coordenadas de los puntos z, y, £ la desi- 
gualdad (1) se anota del modo siguiente: 


Bah A 0 


Esta es la desigualdad de Minkowski’). 
La desigualdad (2) se deduce inmediatamente de la desigual- 
dad (1). En efecto. 


[e =]2-y+y <lz—41+lu) 

Iyl=ly=22x|(<S|l2—yl+lzh 
por lo cual 

ley l<iz=l—-Iyi<iz=yh 


o sea, tiene lugar (2). 
Según la definición 


una sucesión de puntos 


dol espacio Hè tiende (converge) hacia el punto a” € R, si 
[2 — atj 0 (k— o0), 18) 
es decir, si 


F Y (amO. e) 


En esto caso se escribe 
lim 2? = lim 22%, o bien 22% 
Me 


y so dice que ol punto 2 es el límite de la sucesión de puntos 2%, 
De (3') proviene 
oa, ko (j= 


o) (8 


y viceversa. De este modo, cuando decimos que una sucesión do 
puntos 2* converge hacia el punto z°, esto significa sumamente 
igual que cada coordenada g? del punto variable z* converge a Ja 
coordenada correspondiente z$ del punto 2%. 


1) Véuse nuestro Jibro «Matemáticas superiores. Elementos del Algebra 
lineal y de la geometría analitica», el $ 6. 
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Resultan justas las propiedades 
lím (kE y*) = lím 2* + lím y”, 
lim (ax?) = a lim a”, 
lím (xz) = z lím a, (k — 00), 


donde a y a, son unos números. En efecto, si lím 2*= 2°, lím y* = 
= y, lim as = ao, entonces 


(KaT a a ETE E 1+ 19 y [+>0, 
Jaz*— az’ j= ja | jat — a |> 0, 


layz — aoz |= |a — a | |2 |0. 


Observemos que en el espacio R podemos examinar una curva 
continua T. Es un conjunto de puntos 


z=z() €R, agi<b, 


dependientes del parámetro + (ol cual pertenece al segmento la, bl}, 
que posee las siguientes propiedades: 


le()—x2(t)1>0, t, Ela, Bl. (4) 


En el lenguaje do las coordenadas los puntos æ= æ (f) de la 
curva T pueden expresarse del modo siguient 


z= z(t), atb G=4,..., 2) 
donde zy (t) son funciones continuas de t. En realidad, 


le (9—2 (a)l = (È, t)z (o). 


Si el primer miembro de esta igualdad tionde a cero cuando £ — toy 
entonces, evidentomente, para cualquier j = 


Zy (t) +27 (fo), t tor (5) 


y, viceversa, si se cumplen las propiedades (5) para cualquier j = 
= 1, +... n, tieno lugar la propiedad (4). 


$ 8.2. Conjunto abierto 
En un espacio n-dimensional R, =R prefijemos un punto 
arbitrario 2% = (zf, ..., 75). Se denomina esfera (esfera cerrada) 


de radio r > 0 y centro en el punto citado un conjunto de puntos 
z= (tu Za) € R, para los cuales se verifica la desigualdad 


e—a] [È (a<r. 
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Llamemos esfera abierta de radio r y centro en z? un conjunto de 
Puntos z, para los cuales se verifica una desigualdad estricta 


[2-2 <r. 


Definamos un rectángulo en R (un rectángulo cerrado o un parale- 
lepípedo rectangular en R) como un conjunto do puntos æ € R, 
cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades a, < zy < by, (ay < 
L'on j = 1, n). En ol coso den = 3 esto es un paralelepipedo 
rectangula: real cuyas caras son paralolas 
a los ejes de las coordenadas rectangulares 
(211 Zas 2a). Podemos definir en adición 
un rectángulo abierto en R como un conjunto HAS] 

de ymi aau PE Zn) que antiatacon o 

las desigualdades estrictas aj < zj < b; 

mAr aae a A NA] 

Un' conjunto de puntos z cuyas coorde- 
nadas satisfacen las desigualdades | 2, —23/< 
<a (=1,.... n), donde a >Ô es un Fig. 95 
número dado, se denomino naturalmente 
cubo (o cubo cerrado) en R con centro en ol punto 22 y un lado de 
longitud 2a. Por supuesto, cuando n = 3, esto será un cubo cuyas 
caras son paralelas a los ejes de un sistema (rectangular) de coor- 
denadas. Por fin, un cubo abierto (on R) se define con ayuda do los 
desigualdades | z; — zĵ | < a G=1,.... n). 

Todo punto æ do una esfera | z — 2% | <r de radio r y contro 
en a% tiene las coordenadas zy que satisfacen la desigualdad 

Iz= a3 < (9 (1-29) <r. 
Esto muestra que el punto æ pertenece al cubo 
ly=4|<r G=1t,... 1). 

De este modo, una esfera de radio r y centro en el punto 2° pertenece 
al cubo de lado 2r con el mismo centro. La fig. 95 explica este hecho 
en el caso bidimensional. Un cubo 

lza} <a =A, oen n) 
de lado 2a y centro x° pertenece, a su vez, a una esfera con el mismo 
centro y radio igual a a V ñ, porque para las coordenadas de los 
puntos de este cubo se verifica la desigualdad 
QA) <QY aa yn. 
Para el caso bidimensional este hecho se explica en la fig. 96. 
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Hemos examinado las esferas y los cubos abiertos, pero nuestros 
razonamientos son ciertos también para los cubos y bolas cerrados. 
Definamos un conjunto arbitrario £ de puntos z € A. Por defi- 
nición, 2* se denomina punto interior del conjunto E, si existe una 
esfera abierta con centro en dicho punto perteneciente enteramente 
a E. La palabra «esfera» aquí puede sustituirse por la palabra «cubo», 
puesto que en cada esfera está contenido 
cierto cubo con el mismo centro, y vice- 
versa. 

Un conjunto se denomina abierto, si 
todos los puntos de él son interiores. 
Esta definición puede enunciarse también 
así: un conjunto E es abierto, siempre 
que del hecho de que un cierto punto per- 
lenece a este conjunto se deduce que dicho 
punto es interior, De aquí se vo que un 
conjunto vacio es abierto, 

Pig. 90 Una esfera abierta 
[ea |<r (1) 
es un conjunto abierto, Efectivamente, sen y un punto perteneciente 


a la esfera (1), es decir, | y — 2° | = p < 7, y sea a un punto arbi- 
trario porteneciente a la esfera 


la=yl<e (e<r—p) e) 
Para este último se verifica 
jaa |=]z—y +y- od ls lz—yl+ 

+= | <e+p<r 


Esto os indicio de que la esfora (2) pertenece a la esfora (1). Do este 

modo, el punto y es interior y la esfera (1) es un conjunto abierto. 
Dejamos a cargo del mismo lector demostrar que un rectángulo 

abierto, en particular, un cubo abierto es un conjunto abierto. 

Se denomina entorno del punto x* € R uu conjunto abierto ar- 
bitrario en el que está contomido el punto citado. Es evidente que 
la intersección de dos entornos del punto a es, a su vez, un entorno del 
punto 2%. 

Teniendo presente lo dicho anteriormente, podemos también 
definir el concepto de punto inter del conjunto £ así: z’ es un 
punto interior de E, si eziste un entorno del punto a° perteneciente a E. 
Eu efecto, si 2? es un punto interior según Ja definición primera, 
se encontrará una esfera abierta, perteneciente a Æ, con centro en 2%, 
más la esfera citada es el entorno de a”. Viceversa, si æ° es un punto 
interior según la definición segunda, existe un entorno de z° (perte- 
peciente a Æ) el cual, siendo un conjunto abierto, contiene una 
eslora abierta cuyo centro se ubica en z°. 
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En lo sucesivo nos dispondremos de muchos ejemplos de conjun- 
tos abiertos. Pero ahora recurrimos a la intuición geométrica del 
lector y diremos a grandes rasgos que si quitamos la frontera de un 
cuerpo geométrico arbitrario, obtendremos un conjunto abierto. 

En los párrafos que siguen abajo se examinarán las funciones 
$ (2) = f (Zas « «+ Za) de n variables 2, . . ., Za, O bien, que es lo 
mismo, del punto æ = (zı, .. .. Zn), dofinidas en los conjuntos 
abiertos de un espacio n-dimensional. 

Un conjunto Æ se llama conezo, si sus dos puntos cualesquiera 
a', a” pueden unirse mediante una curva perteneciente a este con- 
junto, es decir, si existe una función vectorial continua x= æ (f), 
0<t<1, tal que z (0) = z’, æ (1) = z", æ (t) € E (véaso el $ 8,1). 

So denomina segmento "2" una curva (continua, evidentemente) 
æ (t) = tæ' + (1 — t)z", 2€10, tl que uno los puntos a”, æ". 

Un conjunto abierto conexo Heva el nombre de dominio, 


$ 8.3. Límite de una función 


En el $ 3.2 hemos examinado el concepto de límite de una fun- 
ción de una sola variablo. Aquí esto concepto se generaliza para 
ol caso de una función de varias variables. 


Por definición, la función f (æ) = f (zy, - - ., Xa) tiene límite en 
el punto a% s 22), igual al número A y designado así: 
IS lim f(ze -e ta) =A a) 


da 
uele eseri además, f (z) — A (z > z°)), si dicha función está 


lefinida en cierto entorno del punto z°, a excepción, quizás, del 
propio punto, y si existe el límite 


(2) 


cualquiera que sea la sucesión de puntos z* (la que tienda a 2*) del 
eslarao anagatonado: QEK Rs salk Alen de a" (yis al 
$ 8.1). 

La otra definición oquivalente consiste en lo siguiente: la función f 
tiene en el punto a" un limite, igual a A, si está definida en cierto 
entorno del punto 2%, a excepción, quizás, del mismo punto, y si 
para cualquier e > Ú se encontrará un Ô> O tal que 


lf(2)—4|<e a 
para todos los que satisfacen las desigualdades 
0<]2—2]|<8. w 
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Esta definición es, a su vez, equivalente a la siguiente: para 
cualquier e > 0 existe tal entorno U (2%) del punto 2? que se verifi- 
ca la desigualdad (3). cualquiera que sea z€ U (2°), 262%. 

Enunciemos el criterio de Cauchy para la existencia de límite 
(demostrado igual que en el caso unidimensional) (véase el $ 3.2, 
el teorema 5). 

Para que la función f tenga en el punto 22 un límite (finito), es 
necesario y suficiente que para cualquier e >0 ezista un entorno 
U (2%) (on particular, un cubo o una esfera con centro on 2?) tal que, 
cualesquiera que sean æ, x' €U (2%) distintos de a°, tenga lugar la 
desigualdad 


112) — 4 (8) |<e. 


Es obvio que si el número A es un límite de / (2) on 2%, entonces A 
es también el límite de la función f (z°+A) de k en el punto nulo: 


lim f(2?4h) 


ten 


y viceversa. 

Examinemos una función f, dada en todos los puntos del entorno 
del punto 2%, a excepción ás, del propio punto a": sea œ = 
= (W, « » -+ 0n) un vector arbitrario de longitud unidad (] w | = 1) 
y sea £ > 0 un oscalar. Los puntos del Lipo a* + tw (0 < 1) forman 
un rayo que tiene por origen z° y está orientado en la dirección del 
vector w. Para todo « puede estudiarse una función 


1(% + lw) = f (13 + tons +... 24 + 10m) 
O< ba) 
de la variable escalar £, donde 8a es un número dependiente de o. 
El límite de esta función (de una sola variable £) 


lm f(P+to)= lim f(+10), ..., Tht tOn), 
120, 130 120, 120 


si existo, sería natural llamar límite de f en el punto x* en la direc- 
ción del vector w. 
EJEMPLO 1. Analicemos las funciones 


E ET a. 


Estas funciones están definidas en el plano (2,, 2), salvo en el 
punto 2 = (0, 0). Tenemos (se debe tomar en consideración que 


la P< el H°) 
In AER aihe e= 100, 
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de donde 
lim f(n z9=0 


(para e> 0 suponemos $=e/2, y, entonces, |f (2 2) |< 8, 
siempre que | z |< 5). 
Luego. considerando que k es una constante, tenemos z, = kz, y 


4. 
Dl kz)= FE’ 


de donde se ve que el límite de p en (0, 0) según las direcciones 
diferentes es, en el caso general, distinto. Por esta razón q no tiene 
límite en (0, 0). 

rarmpLo 2. Estudiemos en R, una función 


NA a) zt HO. 


En ol punto (0, 0) de cualquier recta y = kz, que pasa por el 
origen de coordenadas, Ja función en consideración tiene un límite 
igual a cero: 


Ha, ka) = kallat + Ka?) = kela? + 18) +0, 
cuando z — 0. 
bargo, qua función no Meno límite en el punto (0, 0), 
y= 
f (æ, 4) = ahlat +2) =1/2 y 
lim f (2, 2) = 602, 


Escribiremos lím /(z)= œ, si la función f está definida en 


cierto entorno de 27, a excepción, quizás, de 2”, y si para cualquier 
NW > 0 existe tal 6 >0 que |/ (z) | >N, siempre que 0< | z — 
=a <ô. 

Se puede hablar de un límite de f, cuando z— œ: 


lím f(z) = A. 6) 
Por ejemplo, si A es un número finito, la igualdad (5) se debe enten- 
der en el sentido de que para todo e > 0 podemos indicar tal N > 0 
que para los puntos z, donde |æ | > N, la función j queda definida 
y tiene lugar la desigualdad |f (z) — A |< 2- 
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Son válidas las igualdades 


Mim, (1(2) + 9 (2))= lim f (=) £ lim 4 (2), (6) 
lim ((2)-9 (2))= En, f (a) Lim 1 (2), o 
nia IRA 

E aTe Ea 00h S 


donde puede ser que 2? = co. Como siempre ocurre en estos casos, 
los límites (finitos) en los primeros miembros existen, sí oxisten 
los límites de f y de p. Demostremos, a título de ejemplo, (7). 
Sea al => x’ (e s 2”); entonces 
ím q (2*)> 
A 


r (12)9(2)= lim Hat) 
ES dl =lím f(x) lím p (2). (9 
po) 


De este modo, el límite en el primer miembro de (9) existe y es 
igual al segundo miembro de (9), y, como la sucesión (2*) es arbitra- 
ría, es igual al límite de la función f (+) y (x) en el punto 2%. 

TEOREMA. SE una función f tiens un límite distinto de cero en el 
punto 2’, 


lim f(z) =A+0, 
existe un > 0 tal que para todos los æ que satisfacen las desigualdades 
0</|2—-2/<68, (10) 
la función citada satisface la desigualdad 
1) 1>14 V2 (11) 


Más aún, conserva invariable el signo del número A. 
Efectivamente, al poner e = | A |/2, encontraremos tal ô > 0 
que para todos los z que satisfacen las desigualdades (10) se verifique 
11()—41<14 12. a2) 
Por èso, para tales æ tenemos 
|4 12>14-f()1>141-11(0 1 
es decir, tiene Jugar (11). De (12) se deduce para los æ citados: 
Aero <A], 


do donde A/2 < f (z) para A > 0, y f (2) < 4/2 para A <0 (con- 
servación del signo). 

Observación. En el § 8.12 se dará una definición más general 
del límite de una función definida en un conjunto arbitrario. 
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$ 8.4. Función continua 
Por definición, una función f (2) = f (24... . .. Za) es continua: 
en el punto 2° = (2%, . si está definida en cierto entorno 
suyo, el punto 2? incluido, y si su límite en el punto 2* es igual al 
valor de la misma en 2%: 


lím 1(2)=3(2). (1 


La condición de continuidad de f en el punto a? puedo escribirse 
en Ja forma equivalente: 


lim 1(2*4+-8)=3(, (1) 


es decir, la función f (x) es continua en el punto z’, si es continua 
en el punto h <=0 la función f (a? + h) del punto k. 

Podemos introducir también un incremento de f en el punto 2°, 
correspondiente al incremento A = (h, 


Anf (2°) = f (2° + h) — f (2) 


y definir en el Jonguaje de éste la continuidad de f en z*: la función f 
es continua en 2%, st 


lím Asf (2%) = lim {f(z} hn ..., 24h) 
hao Ans «0», hn 0 


py, Siah o HO. (1 


El incremento A / (2%) so denomina, además, incremento total 
de la función / en el punto 2%. 

Do las fórmulas (6) — (8) $ 8.3 so deduce directamente el si- 
guiente teorema, 

Teorema 1. La suma, la diferencia, el producto y el cociente de las 
funcionesf (a) y y (x), continuas en el punto a°, es una función conti- 
nua en el mismo punto, si, por supuesto, q (2%) Æ 0 en el caso del 
cociente. 

Una constante e puedo considerarse como función / (z) = e 
de æ= (z. . . .. 2). Es continua para cualquier æ, puesto que 


Ma+m—Ia)=0c=0>0 (40). 
Una función más complicada es f; (z) = z; (j 
donde el índice / puedo ser igual a uno de los valores i, 


Es también continua (como una función de s = (2, 
En efecto, sea h = (ly, . . . ha); entonces 


lte+ h) — fi (2) = 1 (z +h) — z e hS lhk 
(20). 
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AL realizar sobre las funciones zy y las constantes un número finito 
de las operaciones de adición, sustracción y multiplicación, obtendre- 
mos los funciones que se llaman polinomios de æ o de (zy, ..... Zn). 
En virtud de las propiedades enunciadas anteriormente, los polino- 
mios resultan ser funciones continuas en R, (para todos los x € Ry). 
La razón P/Q entre dos polinomios es una función racional que es, 
evidentemente, continua en todo punto de R,, a excepción do los 
puntos x, dondo Q(z) = 0. 
Una función 


P (2) = r} — 2} + zir, + 2riz, — 3r? + 4 


pues 
grado, 

Resulta válido el siguiente 

Teonewa 2 Sea f(2)=f (2: >». Zm) una función continua 
en el punto a° = (zù, -.., xn) del espacio Rm (de los puntos 2), 
y sean Qy (u) = qy (ur, > - -: un) las funciones continuas en el punto 
u? = (uy, . » ., u4) del espacio Ra (de los puntos u). Supongamos, 
además, que q, (u) = 2} (f = 1, >. ., m). Entonces la función 


F (u) = f (41 (0), qa (u), -o Gm (4) 


servir de ejemplo de un polinomio de (z, zg, 75) do torcer 


es continua (respecto de u) en el punto u”, 

Demostración, Por cuanto f es continua en 2%, para cualquier 
æ > 0 so puede indicar tal 8 >Ù «ue / esté definida para todos los <, 
para los cuales |z;— a} |< 8 (=4, .... m) y para ollos se 
verifica la desigualdad |f (2) — f (z°) | < e, y, como las funciones 
q, son continuas on el punto «* del espacio Ra, podemos, por tanto, 
determinar tal 1 > 0 que paro los puntos u € f, de la esfera | u — 
— u? |< n se vorifiquen las desigualdades 


lo(u) — s (u) 1<8 (=1,.... m) 
Entonces se verifica también la desigualdad 
|F (u) — F (u°) | = 
= |7 (i (u), «as Qm (0)) — f (9 (4)... 
tem Pm (49) |< e, 


y el teorema queda demostrado. 

Una función se llamará función elemental de las variables zı, . . . 
+ « «y Zn, si puede obtenerse de las variables y constantes c citadas 
por medio de un númoro finito de operaciones de adición, sustrac- 
ción, multiplicación, división y las operaciones q, donde q son 
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funciones elementales de una sola variable (véase el $ 3.8). Las 
funciones 


1) sen ln VTF AF fi 
2) sen? z + cos? (z + y) = fa 
2—r 

3) mit a 
pueden servir de ejemplo de las funciones elementales. 

Haciendo uso de los teoremas 1, 2, podemos demostrar con faci- 
lidad que las funciones f, y fa Son continuas en el plano (z, y), 
mientras que la función fy está. ovidentemente, definida y es conti- 
nua en aquellos puntos (z, y), para los 
cuales la fracción (2 — y)/ (z + y) es posi- 
tiva y finita. 

Del teorema 1 del $8.3 y de la definición ZIN 
de continuidad do una función en un punto (2 
se deduco directamente 

meonema 3. Una función f(2)=1x 
X e >>. Za), continua en el punto a y 
distinta de cero en dicho punto, conserva 


invariable el signo de f (x°) en cierto entorno L 
del punto citado. 2 


COROLARIO. Supongamos que la función f (x) Fig. 97 
está definida y es continua en Ra (en todos los pun- 
for de Hi). Entonces un conjunto G de puntos 2, donde ella satisface la desigual- 
dad [(2) > e (o bien f (2) < €). cualquiera que sea la constante c, es ablerto. 

m efecto, la función F (2) = / (2) — e es continua en Ha y un conjunto 
de todos los puntos æ. donde F (z) > 0, coincide con G. Sea 2*€ G, entonces 
existe una eslora 

122 <ð, 


(isy cual ¿o > 0, es decir, la esfera pertenece a G y el punto a° € G es inte- 
1 (æ) < e se demuestra nalogía. 
Hna A e dem io 


10-33 a> 
q 


h m2 Lon lr 


están definidas y son continuas on Ry. 

En este caso los conjuntos de los valores de z, para los cuales se cumplen 
Jas desigualdades /r (z) < e (i = 1; 2), son abiertos, El primero de ellos es el 
interior de un elipsoide en el espacio n-dimensional; el segundo es, para n = 2, 
el interior del cuadrado expuesto en la fig. 97. 


Las desigualdades f; (z) > e > 0 especifican los exteriores de las figuras 
indicadas. 


19-o1380 
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$ 8.5. Derivadas parciales 
y derivadas direccionales 


En este párrafo se estudiarán las funciones f definidas en un 
conjunto abierto arbitrario G © Rh. 

Llamomos incremento de j en el punto x= (21 «+ « £a) (€G) 
respecto de la variable x, de paso h una magnitud 


Bel (2) =Í Eu -a Iyan 24 H 
Ejas -e er Zn) — Í (Zo ++ Zade 


donde h es un número real, suficientemente pequeño para que dicha 
magnitud tenga sentido. 

o denomina derivada parcial respecto de zy en el punto æ un 
límite 


fyah L tim 


öz; Ox perg 
g=4. 

dl ix) 
3 


pl (2) 
y 


a n), 


si existe. La derivada parcial es una derivada corriente de la 


función f (21) «==» Za). considerada como función de una sola 
variablo zy, siendo fijos Zy, ES 

En un espacio tridimensional de istema rectangular de 
coordenadas (z, y, 3) una función riables z = f (z, y) so 
expresa modiante una superficie, esto es, un lugar geométrico de los 
puntos (z, y, f (z, y), donde (z, y) € G. Es evidente que la magni- 
tud fs (Zo, Yo) (si existo) es igual a la tangente del ángulo de inclinación 
respecto del eje z de la línea tangente a la sección de dicha superficie 
por el plano y = y, en el punto de abscisa ay. 

Si una función u = f (z, + --+ Za) tione derivadas parcialos 
LL (k=1,.. n) on todos los puntos £= (24, - + «1 2a) € G, 
dichas derivadas pueden considerarse como ciertas funciones nuevas 
dofinidas en ol conjunto G. 

Por lo tanto podemos plantear la cuestión acerca de la existencia 
do las derivadas parciales de éstas últimas respecto de alguna va- 
riablo en el punto æ. 

Si la función LL tiene derivada parcial respecto nuevamente 
de la variable z,, la denominan derivada parcial de segundo orden 
de la función f (2) respecto de z, y denotan EN De este modo, por 


definición, 


Ax 
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Si existe una derivada parcial de la función 2£ respocto de 
alguna otra variable z; (i4 k), ésta última se llama derivada parcial 
mizta de segundo orden y se designa mediante el símbolo 

CERE (E) 
adn de Ve)" 

Para una función de dos variables f (z, y) se pueden examinar 
cuatro derivadas de segundo orden 
ay Cal py yy 
TA > Ii? W 

Si las derivadas de segundo orden (todas o una de ellas) existen 
para todos los z € G, puede surgir la cuestión sobre la existencia 
de las derivadas parciales de tercer orden. 

En general, se denominará derivada parcial de n-ésimo orden 
la derivada parcial respecto de alguna de las variables de cierta 
derivada do (n — 1)-ésimo orden. Por ejemplo, 


ê Pi Y, 
E (añ) = 38: 
Los derivadas parciales 2 se llamarán derivadas parciales de 


primer orden, y la propia función f, derivada parcial de orden nulo. 
Con el fin de designar las derivadas parciales, se emplearán, 
además, los siguientes símbolos: 


Daj =F 


o. [a 
DD gs o ET 
"an 
Ti 


St r= (a, 


Ta) es un vector de coordenadas enteras no 
negativas, se escribirá 


D'f =D% ... D} 


rormero. Hállese == de la función f(z, y) 


Tenemos 


4 _ Pi a 
Pemzcosay, h= — ason zy 
= — 2z sen zy — 1y cos 24 


10 
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Surge naturalmente una pregunta de si sean iguales las deri- 
vadas parciales, si están calculadas respecto de unas mismas varia- 
bles un mismo número de veces, mas en el orden distinto. Por ejem- 
plo, ¿serán iguales 

oy di y 
apa Y oT 
En el caso general Ja respuesta a esta pregunta será negativa. No 
obstanto, tiene lugar el siguiente teorema el cual se enunciará para 
Ja función de dos variables. 

TEOREMA (DB DERIVADAS MIXTAS). Supongamos que la función u == 
=/ (z, y) está definida junto con sus derivadas parciales 2L, 2£ 


m ay? 
a El = 
SEL Le em cierto entorno del punto Po= (Zo, Y). con la parti- 


cularidad de que = y, 5 son continuas en el punto Py, entonces 
PAPÀ PLPA) 
7 E 


es decir, en este caso el resultado de la diferenciación no depende del 
orden en que se realiza la diferenciación. 

Omitimos aquí la demostración de este teorema y nos limitamos 
a los siguientes observaciones. 

Observación 1. Este teoroma se extiende con facilidad por induc- 
ción a cualesquiera derivadas parciales mixtas continuas que so 
diferencian una de Ja otra sólo por el orden de la diferonciación, 
Por ejemplo, 


dr Gl) ls) 


ener" w E [2))= PE 


Observación 2. Si la condición de continuidad mencionada ostá ausente, las 
derivadas mixtas pueden ser diferentes en el punto Pa. Analicemos una función 


16, DT si 3+ 0, y f (0, O) 0. 
Es fácil calcular que 


a atun K 
ite, Ds FR Paa thst Y 
120, 0)=1m LE 40.0 o, 


460 E m At #0, y 1/0, 0—0 
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Luego, por definición, 
IAA l AAI 


z 


tim 445009 him 22 
Ea om LEDO mn 

A 90 
fao Om ia 


es decir, 
Fay (0, 0) 5% fix (0, 0). S 
Hemos de notar que las derivadas parciales fz, y /5, son discontinu 
en el punto (0, 0), por ejemplo fz.(=, y) A para #4 
y! + 0, do donde so vo que 


lim fala = + Fiz (0, 0=0. 
= 
So puede introducir en adición el concepto de derivada direccional, 
En el caso de una función de una sola variable esto concepto no so 
omploa, 
Sea o = (01, . 
derivada direccional 
el mito 


,) un vector unidad arbitrario. Se denomina 
la función f en el punto æ según la dirección w 


50 


(si oxiste). Subrayemos que al calcular este límite se supone que t 
tiendo a cero tomando siempre valores positivos, por lo tanto podemos 
decir, además, que LE} es una derivada derecha en el punto t = 0 
de la función f (æ + to) respecto de t. 

Al igual que on el caso función de wa sola variable, se 
puedo hablar de las derivadas parciales derecha e izquierda respecto 
de zy, Se debe tener en cuenta que la derivada direccional según el ejè 
positivo zy colncide con la derivada parcial derecha respecto de zp, 
sin embargo, la derivada según el eje negativo x; tiene el signo opuesto 
al de la derivada izquierda respecto de zy. 


$ 8.6. Funciones diferenciables 


8.6.1. Diferenciabilidad de las funciones en un punto 

Examinemos, para simplificar, el caso tridimensional; en el casó 
n-dimensional los razonamientos son análogos. El caso en que n = 1 
se ha analizado especialmente en el $ 4.7 q 

Supongamos que en un conjunto abierto G Œ R, está profijada 
una función u = f (z, y, 2) que Liene en el punto (z, y, z) € G deri» 
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vadas parciales continuas de primer orden. Esto implica autornáti- 
camente que dichas derivadas parciales existen en cierto entorno 
del punto (z, y, 2), aunque, quizás, en los puntos distintos de (z, y, 2) 
ellas no son continuas. Veamos un incremento de f en (2, 4,2), 
correspondiente al incremento (Az, Ay, Az), donde | Az |, | Ay |, 
| âz | son inferiores a ô, y Ó es suficientemente pequeño para que 
el punto (z + Az, y + Ay, z + Az) no salga fuera del entorno 
mencionado. Tienen lugar las igualdades (las explicaciones vienen 
más abajo): 


Au = f (z + Az, y + Ay, 2 + åz) — f (z, y, 2) = (1) 
= f(z + Az, y + ây, =+ Az) — f (z, y + Ay tA (2 
+f (z, y + åy, z+ Az) — f (z, y, 3+ Ae) + (8) 

+1 (2 y, z+ Az) — 1 (2, y, 2) = (0) 


= f4 (z +0, Az, y + Ay, z + Az) Az + 
+ fio, y +0, Ay, z + As) Ay + fi (2. y, s +0, Az) Az = (5) 
= fa (2, y, 2) + e) Az + (fy (2, y, 2) + es) Ay + 


+ (fi (2, y. 2) + es) Az = (6) 

= fá (x, y 2) Az + fy (2, y, 2) Ay + fi (2, y, 2) Az + o (p) (7) 
(p > 0). 

O< O, On O< 1, p = VAr F Ay F AF, e a, 8—0 (8) 
(o —0). 


El paso de (2) al primer término de (5) se argumenta así: la 
función f (E, y + Ay, z + Az) de E (siendo fijos y + Ay, z + Az) 
tiene por hipótesis una derivada (respecto do E) en ol segmonto 
iz, x + Az], y a dicha derivada puede ser aplicado el teorema de 
Lagrango del valor medio. Los términos segundo y tercero de (5) se 
explican análogamente. El paso de (5) a (6) es puramente formal: 
hemos puesto, por ejemplo, 

Ja (2 +0, Az, y + Ay, 2402) = fa (2, Y, 2) + € 
No obstante, no es del todo formal el hecho de que e, —- 0 cuando 
p— 0. Este so deduce de continuidad supuesta de fs en el punto 
(z, y, 2). Por fín, el paso de (6) a (7) se reduce a la afirmación que 
hay la igualdad 
e, Ax + es Ay + es Az =0 (p) (p— 0). 
En realidad, puesto que | Az |, | Ay |, | Az | < p, entonces, cuando 
p—0 se tiene 
le Az + ez Ay + es dz Vp < 181 |+ |e: 14 1810. 

Se ha domostrado el teorema do importancia: 
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TeoREMA 1. Si una función u = f tiene derivadas parciales continuas 
(de primer orden) en el punto (z, y, z), su incremento en dicho punto, 
correspondiente al incremento suficientemente pequeño (Az, Ay, Az) 
puede escribirse según la fórmula 


Au= tE azt ¿Lay + b24o(0) (00) 0) 
=V in F APF AA, 


donde las derivadas parciales se toman en el punto (z, y, 2). 

Ya quo los valores de las derivadas parciales, on el segundo 
miembro de (9)'no dependen de Az, Ay, Az, entonces, dela hipótesis 
del teorema 1 se infiere que ol incremento de f en (z, y, 2), corres- 
st al incromento (Az, Ay, Az), puede escribirse según la 
fórmula 


Au = A Ax + B Ay +C Az +o(p) (p>0), (10) 


donde los números A, B, C no dependen de Ar, Ay, Az. 

Domos a conocer la siguiente definición: si el incromento de la 
función f en el punto (z, y, z) para (Az, Ay, Az) suficientemente 
pequeños puede ser escrito en forma de la suma (10), donde A, B, C 
son los números independientes de Az, Ay, Az, suele decirse que 
la función f es diferenciable en el punto (z, y, z). De este modo, 
la diferenciabilidad de una función f en (z, y, 2) consiste en que su 
incremento Af en dicho punto puede ser escrito en forma de la suma 
de dos sumandos: el primer sumando es una función lineal A Az + 
+ B Ay +C Az de (Az, Ay, Az) y se denomina parte principal 
lineal del incremento Af; el segundo sumando, en general depende 
(de una manera muy complicada) de los incrementos Az, Ay, Az, 
pero, si hacemos tenderlos a cero, el segundo sumando tenderá a cero 
con mayor rapidez que p = V A F Ay F AF. 

Es fácil ver que si la función f es diferenciable en el punto (z, y, 2) 
es decir, si es representablo mediante la igualdad (10), tione en el 
punto citado las derivadas parciales de primer orden que valen 

£ 
as 


pi Mo 

=4, Lab, L=C. (11) 
Por ejemplo, la primera igualdad de (11) se demuestra así: suponga- 
mos que el incremento de f en (z, y, 2) se escribe según la fórmu- 
la (10). Si ponemos en la última Az =h, Ay = Az = 0, obtendre- 
mos la igualdad Asau = Ah + o (h) (4>0). Al dividirla por h 
y pasar al límite, obtendremos 


De lo dicho se deduce 
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TEOREMA 2. Para que la función f sea diferenciable en un punto, 
es necesario que tenga en dicho punto derivados parciales y es suficiente 
que tenga en el mismo punto derivadas parciales continuas. 

Recordemos, para que una función / de uma sola variable sea 
diferenciable en un punto z, cs necesario y suficiente que tonga 
dorivada en este punto. 

De (10) so doduce que si una función es dijerenciable en un punto, 
es forzosamente continua en este punto. 

kempo £ Una función f (x, y, z), igual a cero en los planos 
coordenados z = 0, y =0, z = 0, y a uno cn los demás puntos 
de Rs, tiene, evidentemente, derivadas parciales que son nulas 
en el punto (0, O, 0), pero es, obviamente, discontinua en este 
punto y por osta razón no puede ser diferenciable en él, De este 
modo, una sola condición de que en un punto existan derivadas 
parciales no es suficiente para que una función sea diferonciablo 
e incluso continua en el punto citado. 


Indíquemos la diferencia que existe entro ol caso multidimensional y et 
unidimensional. Cuando z = 4, la propiedad de diferenciabilidad de / èn z 
se anota en forma de la igualdad ôf = A Az -+ o (Az), por consiguiente, si 
A =} 0, el resto de a cero, para Ax -» Ô, con la mayor rapidez que la pi 
principal, No será asi, cuando n > 4, por ejemplo, para n = 3, eunlesqu 
Que pean Jos números A, B, C, no nülos simultáneamente, siempre podemos ba 
tender Az, Ay, Az hacia cero de un modo tal que se verífiquo siempre la igualdad 
AAt By + CAs = 0 pero. en este caso, en (10) el término residual o (0) 
es, en general, mayor que el principal. Sin embargo, si hacemos tendor Az, Ay, 
Az hacia cero de modo tal que se cumpla la proporcionalidad Az; Ay : Az = 
= A : B : C, entonces la parte princi )1 incremento representará una may 
nitud cuyo orden es estrictamente igual al do p, y el resto tenderá a cero más 
rápidamente que la parte principal. 


BsEmpLo 2. Una función u = |z |(y-+1) es continua en el 
punto (0, 0). No obstante, es fácil ver que en este punto no existe 
la derivada 22. Por consiguiento, u no es diferenciablo vn el punto 
(0, 0). 

Si una función f es diferenciable en el punto (z, y, 2), la parte 
lineal principal de su incremento en este punto so llamará, además, 
diferencial de f en el punto citado, correspondiente a los incrementos 
(Az, Ay, Az) de las variabies independientes. La diferencial se escribe así: 


O ôt ôj 
a Azt ¿Lay+2L as. 
Sobro otras desginaciones hablaremos en el $ 8.9. 
8.6.2. Aplicación de la diferencial en los cálculos aproximados 
Analicemos a título do ejemplo una función 
z=f (z, y) (12) 
de dos variables, la cual se supondrá diforenciable. 
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Nuestro deseo es calcular dicha función en el punto (z, y), donde 
T= Ey a ro 
y = Ho Bn Pr---- 


Escribamos los valores aproximados de estos números en forma 
de Jas fracciones decimales finitas 


z+ Az = tan % -o an 
y + Ay = Por Pi -.- Po (13) 
Do esto modo, tienen lugar las igualdades aproximadas 
zæz+ ðr y=y+ iy 
cuyos errores absolutos de aproximación satisfacen las desigualdades 
1Ax (<10, | ôy | $107. 


Si en la función f sustituimos z, y por z + Az, y + Ay, respec- 
tivamente, obtendremos una igualdad aproximada 


$, y) œ 1 (z + Az, y + Ay) (14) 
con un error absoluto 
147 |= |f (z + Az, y + Ay) — f (2, 4) de 


ol cual puede ser aproximadamento sustituido, para Az, Ay sufi- 
ciontemente pequeños, por la diferencial de la función f on el punto 
(o y) 


JAz]| æ |dal, aL 242 Ay. 
Do aquí obtenemos una desigualdad 
1821<| 2 az|+| ay]. (45) 


Esta desigualdad es, de hecho, aproximada, puesto que se ha, obte- 
nido siendo menospreciada cierta magnitud, aunque ésta última 
es considerablemente inferior a Az, Ay. 

Fijémonos on el hecho de que las fracciones decimales finitas 
zx + Az, y + Ay se hacen cada vez más engorrosas al decrecer 
| Az |, 1 Ay |. Por eso, calculando el número f (z + Az, y + Ay) 
hemos de preocuparnos no sólo de que este número aproxime / (z, y) 
de un modo adecuado, sino que también del menor volumen posible 
de los cálculos a realizar. Teniendo presonte esta observación, 
concluimos de la desigualdad (15): si hace falta que ol error absoluto 
| Az | no sobrepase vna magnitud poqueña prefijada, la cual se de- 
signará con 24, podemos conseguirlo al elegir tales números | Az |, 
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| Ay | que se verifiquen las desigualdades 
2i 1 
[azja |L ay|<a, (49) 


es docir, quo el error | Az |se distribuya a medias entro dos sumandos 
en el segundo miembro do la desigu (45). 

De los desigualdades (16) se ve que los cálculos serán más econó- 
micos, si a título de | Az |, | Ay | (@n realidad, 10, 10—1) tomamos 
unos números máximos posibles que satisfagan estas desigualdades. 

Empo 1. La función z= In (zy) tiene, para z >0, y >0, 
las derivadas parciales continuas 


Por eso la igualdad aproximada 
2 = In (2y) = In [(z + Az) (y + Ay) 
tiene un error absoluto, ol cual para Az, Ay pequoños satisface, 


siempro que so menosprecian las magnitudes considerablemente 
inferiores a dichos incrementos, la desigualdad 


aa< | +|22| (2, y>0). 


Si so requiero quo el error garantizado sea inforior a 22, se doben 
elegir Az, Ay de un modo tal que sea 


llo, jæ 


Vemos, pues, que los números Az, Ay no deben ser forzosamonte 
iguales. Si, por ejemplo, z es considerablemente inforior a y, hemos 
de tomar, correspondientomente, Az menor que Ay. De lo contrario 
nuestros cálculos no serían económicos. Si, por ejemplo, fuora 


[E] |2 |= 
donde A, < 0,1, 4< 0,001, tendríamos 
Æ+ |<01001, 


y, por ende, tendríamos que gastar un trabajo de sobra, debido a la 
pequeñez superflua de Ay, para calcular el segundo sumando i. 


Entro tanto, los cálculos se simplificarán mucho, si tomamos| Az |, 
1 Ay | máximos posibles que satisfagan las desigualdades 


2 |<0,05, [2]<055. 
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sueupro 2 La función z= zy tiene las derivadas parcialos 
continuas 
ES 
a 


Por eso la igualdad aproximada 
z= zy = (z + Az) (y + Ay) 


tiene el error absoluto | Az |, el cual, siendo pequeños los incro- 
mentos Az, Ay, satisface, si se menosprecian las magnitudes consi- 
derablemente inferiores a los incrementos citados, las relaciones 


| Az |œ |dz |< \y Az |+ iz Ay | 
Correspondientemente, el error relativo satis 


ce las relaciones 


as 


Vomos que para Az y Ay pequeños podemos considerar que 
el error relativo del producto no sobrepasa la suma de errores relativos 
de los factores. 


esempLo 3. La función z= 5 tieno, para y =% 0, las derivadas 


parciales continuas -= +, E Poreso la igualdad apro- 
ximada 
2 złôs 
PA Ei 2 
y y+Ay 


tiene el error absoluto [Az |, el cual, siendo poquoños los incre- 
mentos Az, Ay, satisface, si so menosprecian las magnitudes consi- 
derablemente inferiores a Az, Ay, las relaciones 


laz) =141<| +] 04]. 
Respectivamente, el error relativo satisface las relaciones 
12-121 3|+5] 


De este modo, podemos considerar, para Az y Ay pequeños, que 
el error relativo del cociente no sobrepasa la suma de errores relativos 
del dividiendo y del divisor. 

Observación. La cuestión referente a la estimación precisa de 
las magnitudes menospreciadas en nuestros razonamientos se resuelve 
en la hase de la fórmula de Taylor para las funciones de varias 
variables, de lo que se tratará en el $ 8,10. 
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$ 8.7. Plano tan: y 
pme ea ae 
de la diferencial 
Soa dada una superficie S descrita por la función 
z=f (z, y) 10) 


que tiene derivadas parciales continuas en cierto dominio del plano 
z, y (podemos considerar que f es derivable en el dominio). 


So denomina plano tangente a la superficie S en su punto Mẹ X 
X (Zor Vos Zo), Zo = f (Zo Yo), un plano cuya ecuación es 


Z-a (3) (X2) (E), Yu) 0) 


donde X, Y, Z son las coordenadas corrientes y (3%) , (3b) + 
roprosentan los valoras do las derivadas parciales de f on el punto 
o = (o, Vo). 

Dosignemos el plano (2) con TI. Este plano pasa por el punto Mọ 
do la superficie S y posee una propiedad que lo hace diferonte de 
otros planos que pasan por el punto Mp. 

P = (z, y) un punto del plano z, Y, próximo al Pa (zo, Y 
(fig. 98). Una recta que pasa por Ê y es paralela al eje z atraviesa 
en,el punto 7, y en el punto M atraviesa la superficie S. La 2-coor- 
denada de M'es 


z= f(z, y) 
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y la de T es 
Z=flza y + (LL), (02) + (E), wv. 
La distancia entre los puntos M y T es igual a 
LMT |= 1f (2 0) —1 Eo Yo) — 
(2), e-z- (2L), ww 8 

La distancia entre los puntos P y P, es 

p=Ve =a Fu n. 
Por cuanto la función / tiene, por hipótesis, derivadas parciales 
continuas en el punto (ze, Yo), será diferenciable on oste punto. 


Por eso el segundo miembro de (3) tiende a cero más rápidamente 
que p, es decir, 


IMT |=0(9) (>00. 


Homos demostrado quo el plano tangente TI a la superficie Sen 
el punto de ésta My = (Zo, Vo, 20) pasa por el punto citado y tiene 
una propiedad: la distancia en la dirección del eje z desde un punto 
arbitrario (x, y, f (z, y) de la superficie S hasta TI es o (p) (p — 0), 
donde p es la distancia entre los puntos (z. y) y (Zo, Yo) del plano z, y. 


Esta propiedad es característica para un plano tangento, pues, si cierto 
plano N’ del tipo 


¿a ep: 0+00—00 lo =1( 10) 
posee dicha propiedad, osto es, si para él se verifica la igualdad 
HH, 1) — f (os vo) — a (a — ze) — d (y — va) = o (0) 
o= 
o bion, que os lo mismo, la igualdad 
t v) — F (zo — wo) = a (2 — zo) + b w — wo) Holp) (P~ O), 
entonces, según se conoce, f es diferenciable en (zo, Ya) y 
Y Y 
(E). 

decir, el pls mw toa S (1 = I). 

ore modo, par: is uña superticle sopa: plazo tangente en su 
; 


unto (rm Yo: F (Zo 20), 5 necesa 
Fable en el Punto 2o Yo: 


El sogundo miembro de la ecuación (2) es una diferencial de f 
en el punto (Zo, Yo) 


aL), (02) + (F), (0-0) 


suficiente que la función / sen deri- 
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correspondiente a los incrementos (z — Zo, Y — yo). Mientras tanto 
el miembro primero de (2) es el incremento correspondiente de la 
z-coordenada del plano tangente IL. 

Así pues, desde el punto de vista geométrico la diferencial de 
una función f en el punto (or, Yo) para los incrementos (z — zo, 
Y — yo) es el incremento de la z-coordenada de un punto del plano 
tangento a la superficie z = f (z, y) en el punto (zo, yo) para los 
mismos incrementos, 

Observación. Si la función z = f (z, y) no es diferenciablo en 
el punto (Zo, Yo), aunque tiene en el mismo derivadas parciales, 
entonces no hay sentido en llamar el plano (2) tangente a la super- 
ficio z = f (z, y) en el punto citado, pues, para este plano la dife- 
roncia f (z, y) — Z no tiende a cero, para p — 0, con mayor rapidez 
que p. Por ejemplo, si la función 3 = f (z, y) es igual a cero en los 
ejes z e y, y a uno, en los demás puntos del plano z, y, entonces 
fx (0, 0) = f, (0, 0) =0 y la ecuación (2) os Z = 0, y / (x, y) — 
~Z =](z, 5 — 0 = 1 para todos los puntos (zx, y) que no se 
hallan on los ejos z e y. De esto modo, la diferencia citada ni siquiera 
tionde a coro cuando p=0. 


$ 8.8. Derivada de una función 
compuesta. Derivada direccional. 
Gradiente 


8.8.1, Derivada de una función compuesta 

Nos limitamos aquí al análisis de las funciones do tres variables 
dofinidas en un conjunto abierto G <= Ry. Los razonamientos que 
se dan a conocer se extienden al caso m-dimensional por analogía, 

TEOREMA 1. Supongamos que una función 


u= f (z, y, 2) a) 
es diferenciable en el punto (z, y, 2) €G, y las funciones 
z=0(t) y=p() ==% (t), (2) 


dependientes del parámetro escalar t, tienen una derivada en t. Entonces, 
la derivada respecto de t de una función compuesta (derivada respecto 
de f a lo largo de la curva (2)) u = FOTO (D, 9 (9. x (D) 
se calcula según la fórmula 
F (0) = fe (010, b (0), 10) e (0 + 
+H (91), bO, w (0+ 
+ (00, 9 (0, x) a (0. 
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o bien, en la forma más breve, 


ôj de di dy a de 
ACI IS 6 


En efecto, por ser f diferenciable en (z, y, 2), tenemos 
Au=f(2-+Az, y+ Ay, 2442) —f(2, y, 2)= 


=f art ¿Lay E azto) (p=V iF AF A0). (4) 


Al valor de t, al cual corresponde (con ayuda de las igualdades 2) 
el punto (z, y, 2), le atribuyamos un incremento At. Este 
origen a los incrementos Az, Ay, Az de las funciones (2). Si sustit 
mos en (4) precisamente dichos incrementos, obtendremos el incre- 
mento È (t + At) — F (t) = Au de la función F en el punto t£. 
A) dividir (4) por At y pasar al límite, obtendremos 


roja 


dm (2L dr 
- im ( +) 

o dy Of de 
ACE 
es decir, (3), puesto que las funciones (2) tienen derivadas, y 

0) dz 17 A 7 
O VARIA 

SN F= (At 0) 


(At—>0 lleva consigo p— 0). 

Observación. Si las funciones z, y, z dependen de varias varia- 
bles, por ejemplo, de dos: 

z=) y=v(47 s= T 

entonces, fijando primero q, y a continuación t, obtendremos, en 
virtud de (3) 
du of 0 , of dy, op ds du olor, ol 0,010 
AA Rata 

8.8.2. Derivada direccional (según una dirección) 


rorema 2 St una función f es diferenciable en el punto (z, y, 2), 
para ella tiene sentido una derivada según la dirección de cualquier 
vector unidad n = (cos æ, cos B, cos y) ezpresada por la fórmula 


êt 4 AL 
LL oosa- cosp+ i cosy 6) 


(a, B, y son los ángulos formados por el vector n con los ejes de z, y, 2). 
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Demostración. Do conformidad con la definición de derivada 
direccional (véase el $ 8.5) y debido al teorema antecedente, 
Y tim Hlettemo, yiteosb, stroos =$ y) 
i50 


=[H1(<+t00sa, y+teosp, z+teosy)] = 
=L cosa +2 cosp +2 cosy, 
donde las derivadas parciales se han tomado on el punto (z, y, 3). 


Si z = ọ (3), y = | a li iones de rt, 
PA E E 
Foo Leo Zero 
sou cosenos directores del vector de la tangente a F. Por ello, una magnitud 

Lor o o 10, 96 TG 


donde f es una función derivable, representa la derivada según la dirección del 
vector tangente citado. Suele decirse, además, que -ŽL es una derivada de f 
a lo largo de T. 

8.8.8. Gradiente de una función 

Introduzcamos un vector 


4 4 4 
eadi=(L, 2, 4), (6) 
llamado gradiente de la función f en el punto (zx, y, 2). 

La fórmula (5) dice quo la derivada de f en el punto (z, y, 2) 
según la dirección del vector unidad n es igual a la proyección del 
gradiente en dicho punto sobre la dirección de n: 


J= (gradf, n) =grad „f. Mm 
Tiene lugar una desigualdad obvia 
{i <igraa fI 8) 


para cualquier vector n. Si grad f = 0, que ocurre corrientemente 
sólo en los puntos excepcionales, ontonces 2£=0 para cualquier 
vector m. Si, en cambio, grad f + o (una de las derivadas parciales 
de f no es igual a cero), entonces (8) es una desigualdad estricta para 
todos los vectores unidad æ, a excepción del único vector n= 


$ 85. Derivada de una función compuesta 305 


=(008 o, COS fp, cos yo) orientado en la dirección de grad 1 
= Į grad f |> 0). De este modo, 


cosh= 


y 
VEET n 
H 
“VETAT 


Do lo dicho so desprende que el gradiente de la función f en el 
punto (e, y. 3) puede definirat como un vector que poste laa sigutentes 
dos propiedades 

1) as longitud es igual al valor máximo de la derivada direcelonal z 
sa (2, y, 3) (paro una fanción diferenciable en (z, y, 3) el máximo 
citado cxiste y es un número no negativo); 
2) al su- longitud no es Igual a coro, está orientado. a la misma 


dirección que el vector n, a lo largo del cual la derivada 2. Y es máxima, 


8.8.4. Funciones homogéneas 

Introduzcamos en el examen las así llamadas funciones 
homogéneas. Sea dado un vector % = (h, - . -. Àn), donde A; son 
todos números arbitrarios. Una función f (Zy, ».-, Zn), definida 
en Ry, se denomina A-homogénea de orden m, si para todo t>0 


y cualesquiera x = (i, - - Za) € R, se vorifica la igualdad 
bl 
i EE Pz) = t Ps + End (10) 


donde |A| = A 1,1. 


Si M=... = àn = 1, la función f se denomina simplemente 
homogénea de orden m. En lo que sigue se considerará que las deri- 
vadas parciales fs, (È = 4, . . ., n) son continuas en Rn. 


2001380 
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meorema s Para que la función f sea -homogénea de orden m, 
es necesario y suficiente que se verifique la igualdad 


A dL fes osand (11) 
a 


Si la función f es homogénea de orden m. obtenemos la conocida 
fórmula de Euler. 

Demostración. 1) Supongamos que f es una fuación A-homogénea 
de orden m, entonces, diferenciando la identidad (10) (como una 
función compuesta) respecto de £. obtendremos 


Bla 
e? A 


s Al san Prze) her 


ry 


En, 


Si en esta igualdad suponemos t = 1, obtenemos la igualdad (11). 
2) Supongamos ahora que tiene Jugar la igualdad (11). Fijemos 
un punto x= (Zi, «+ «+ Za) Y formemos una función 
mü 
Omt "fla... 80m) (12) 
Diferenciando esta función respecto de £. encontramos; 
más 


A TS 


a 


POTS 


D ult, a 
aii 


ài 


all 
rl IE 


mas 
s 


La última igualdad tiene lugar en virtud de (14) para el punto 
(Pity + EZ )+ 
De este modo, y” () =0 y q (t) = C. La constante C se halla 
de la condición de que para £ = 1 se tiene y (1) = f (Z1, +++» Zn) 
Por tanto, de (12) tenemos 
at 
Wo ssoi Paat Hiu at, 


es decir, la función f es A-homogénea de orden m. 
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$ 8.9. Diferencial de una función. 
Diferencial de orden superior 
Analicemos una función 
W=1I(0)=/(8 -.- Za) (1) 
dada en cierto conjunto abierto GE Ra, Hay una infinidad de 


métodos, mediante los cuales dicha función puedo ser escrita en 
la forma 


W = q (u) =4 (us, ++ Mm) 2 
donde 
uy=Y() (=1,... m æ EG) 

En adelante se ompleará la siguiente terminologi 
es una función de la variable vectorial independiente 
variable W es una función de la variable vectorial dependiente u. 
La última depende do la variable independiente todo vector 
æ de G lo corresponde un vector u = (y1 (2), + >», Ym (2). 

Do este modo, la variable vectorial z es aquí do carácter excep- 
cional: en los razonamientos que van abajo intervendrá sólo como 
una variable independiente. 

Supongamos que la función / tiene derivadas parciales continuas 
do primer orden en el punto z € G. Entonces, como ya lo sabemos 
por el $ 8.6, es diferenciable, es decir, su incremento en el punto 
citado puedo anotarso en la forma 


AW=> E Ary o(p) (0), (4) 
E 


o=lari=(2 A2", 


y su diforencial es igual a 


Sa 
7 D h Aar 6) 
Para las variables independientes zy, - « +, 7, S0 supone 
A= dzy G =4, cm) © 


y se Maman estas magnitudes no sólo incrementos de las variables 
independientes, sino también sus diferenciales. Llamémoslos diferen- 
ciales independientes para subrayar que no dependen de £ = (2, 

«as Zn). La «independencia» de las magnitudes dzy se pondrá de 
200 
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manifiesto formalmente en que al diferenciar (respecto w Kioa 
«= Za) se considerarán como unas constantes (d (dz;) = 0), 
` Èn virtud de (6), la diferencial de W puede escribirse Aik 


w-5 Erdey (7 


Está claro que dW es una magnitud que depende, en el caso general, 
de zy,» «1 Za y de dz, Para cada dos funciones u yv 
que tienen las derivadas Aiia continuas en el punto z son 
válidas las propiedades 


d (u + v) = du + dv, (8) 
d (uo) =udv+vdu, (9) 
e) 0, ao 


con la particularidad do que las dorivadas parciales de las funciones 
entre paréntesis son continuas en ol punto z. 
Demostromos, por ejemplo, la tercera de estas igualdades 


a(2)-3 2 (4) 42, a = 


ta it 
=4 (o 24 du deu Y z ajetet, 


El tercer miembro do la cadena nos muestra quo 3 (+) 
es continua. 

La diferencial de la función W se denomina, adomás, diferencial 
de primer orden, puesto que homos de examinar además, las dife- 
ronciales de ordenes superiores. 

Supongamos ahora que la función W tione sogundas derivadas 
parciales continuas. Por de ción, la segunda diferencial de ella, 
correpscdimilo a los incrementos independientes (diferenciales) 
dí, so dotermina mediante la igualdad 


$ 2 = d (aW), (1) 
donde se tonsidora quo ambas operaciones d en el segundo miembro 


de (14) so realizan para los incrementos independientes dzy, . 
los cualas han de considorarse como constantes (no dopondientes 


$ 89, Diferencial de una función 209 


de Ty. . - .» Za). Do este modo, 


S, aw == a 
=3 (a+ tr (2 
E] aa 


Ya que = La m , entonces la segunda diferencial repre- 
senta en sí una forma cuadrática con relación a las diferenciales 
independientes dz, drn. Se Mama forma cuadrática de las 


, Es una función del tipo 


A 3 asis, donde aiy = ari 


En general, una diferencial de orden 1 de W para las diferencia- 
los independientes dí, . . ., dzn se determina por inducción con 
ayuda do una relación recurrente 

Ad (AV), (L= 2, 3. (13) 
donde d, d, d'-* se toman para las difere les independientes indi- 
cadas dzy... «y dzn, las cuales, en adición, se consideran en los 


cálculos como constantes (no dependientes de Zy, . . ., Zn). 
Al razonar igual que en (12), obtenemos con facilidad que 


variables E, . 


SS pw 
aw=) D -mr terasy ende day. 
ia aii 


Bajo eS supuesto admitido de que la función f tiene deri 
parciales continuas podemos simplificar la notación de las diferen- 
ciales. 

Por ejemplo, para wna función de dos variables u = f (z, y) 
tenemos. 


du = fis dz? -> 2fzy dz dy + fja di, 


La P] 
du=a (du) = Eh dast 3 EE drtdy+ 3 Ls de ara. 

Aplicando el método de inducción matemática, obtendremos 
con facilidad que 


pa PL PE go 
Da da" tner dyt 


ninh (akit) ort m , CS 
a+ ï aig i dtt ga A 
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Lo mismo puede anotarse en la forma simbólica: 
== (2 Lay 
Pudo (at ayy h 


donde, primero, elevamos a potencia n la expresión en el segundo 
miembro, y a continuación añadimos f al símbolo d”. 

En el caso multidimensional tiene lugar una fórmula simbólica 
análoga 


a=(3 Hay (14) 


Hemos definido el concopto de diferencial de una función W 
en términos de las variables independientes zy, . .., n (0 la va- 
riable vectorial independiente æ). Pero supongamos ahora, de con- 
principio de este párrafo, quo W se 
considera como una función de la variable real dependiente u == 
= (w, Um). Surge una cuestión do cómo las diferenciales de 
ordenes primero y superiores se expresan en términos de osta variable 
u, Procedamos con el estudio de este problema para el caso de una 
diferencial de primer orden, 
Supondremos que las funciones y (u) y Yy (2) U = 1, .. n m), 
de las cualos so trataba al principio del párrafo, tienen derivadas 
parciales continuas. Entonces 


$ òw, SfN Wa 
7 term Bl: ¡ay = 


y homos legado, al igual que en el caso de una sola variablo, a que 
la primera diferencial de W se expresa en términos de las variablos 
dependientes del mismo modo que en términos de las Variables 
independientes. En esto precisamente se revela la invariación de la 
forma de una diferencial primera. ; 

Con el objeto de investigar el problema planteado para el caso 
de la segunda diferencial supondremos que las funciones p y $; 
tienen derivadas parciales continuas de segundo orden. 

Al diferonciar ambos miembros de (15), tomando en considera- 
ción las propiedades (S) y (9), obtendremos (las explicaciones vienen 
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más abajo) 


dW =4(aW)= y) a (Æ iu)= 
= 
IA 
= 3(2 E du du + 41) = 


S S _aw A aw 
NX D mayar d+ D -Far Pue ao) 


ii jet 


En la segunda igualdad de esta cadena hemos aprovechado la pro- 
piedad (5) y en la tercera, la propiedad (9), y, además, el hocho de 
que la forma de la primera diferencial se conserva para las variables 
dependientes u; también. Vemos que la segunda diferencial de W, 
expresada en términos de las variables hp uy, se descom- 
pone esencialmente en dos sumandos. El primer sumando repre- 
senta una forma cuadrática análoga a la forma (12), donde d*W so ha 
expresado mediante las variables independiontes. Mientras tanto, 
ol segundo sumando representa on sí un suplemento que no puede 
ser despreciado: si uy (f = 1, -.., m) no es una función lineal de 
zy, esto suplemento no es igual a cero ni mucho menos, 

Observemos que de nuestros razonamientos se deduce que si la 
expresión (16) so toma para dz,, ., den, que intervienen en la 
expresión (12), ontonces ambas expresiones citadas son idéntica 
mente iguales, cualesquiera que sean X, para las cuales existen 
dichas derivadas parciales continuas de segundo orden, y cualesquiera 
que sean dz, indopondientos. 

El cálculo de las diferenciales d'W, d'W, ... . por intormedio de 
las variables dependientes uy so realiza sucesivamente do un modo 
semejante. Nos vemos obligados a soportar el hecho de que las ox- 
presiones para ellas se hacen cada vez más engorrosas. 


$ 8.10. Fórmula de Taylor 


Nos limitamos al análisis do una función de dos variables. Su- 
pongamos que u = f (z, y) tiene en un entorno del punto Pp == 
= (Zo, Yo) derivadas continuas de cualquier orden hasta l-ósimo 
inclusive. Elijamos en dicho entorno un punto P, = (zp + Az, 
Yo + Ay). Unamos los puntos Pe y P, con un segmento de una 
curva, la ecuación del cual puede escribirse en la forma paramétrica 
dol modo siguiente: 


z= z, + tAr, y =y tân 0<t<t). 


312 Capítulo 8 Cálculo diferencial 


Entonces, u = f (z, y) será a lo largo de este segmento la función 
de una sola variable £: 


Fx, y) = Í lx, + taz, ya + tâyl = F (1). (1 
Es fácil ver que la diferencia 
Bf (Py) = f (£o + Az. Yo + Ay) — Í (Zo. Yo) = F (1) — F (0). (2) 


La fórmula de Maclaurin para la función F (t) en el entorno del 
punto ty = Q tiene por expresión 


A OS 


Haciendo t=1, obtenemos 
ta 
FF) 5 E LEO donde 0<0<1. (3) 


Calculemos las derivadas de la función F (t) a través de f (z, y). 
Do la relación (1) tenemos 


F' (t) = Alt tts, nta Ary atiis, wttAD. Ay, 


do donde para t=0 obtenemos 
F (0) Pdo yg y li e Aya df (Po). 


Análogamente 
F" (1) = fia (2) + tAr, yo + tày) Azt + 
+ fiy (Lo + 1Az, Yo + tAy) AzAy + 

+ fi (zo 7 tAr, Yo + (Ay) Ay, F” (0) = d} (Po). 
Continuando este proceso, obtendremos 
F” (0) = dj (Pp), -~ PU-b (0) = dy (Po). 
Dobido a esto, de (2) y (3) tenemos 
ey ta + ELO a 


La fórmula (4) lleva el nombre de Taylor para la función u = 
= f (z, y). A primera vista es la misma que para la función de una 
sola variable, pero en la forma desarrollada es mucho más compleja. 

Para el caso de una función f de n variables (n > 2) la fórmula 
de Taylor se anota en la misma forma (4). 


BAz, yo+0Ay). (4) 
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Cuando Z = 4, la fórmula de Taylor para Ja función f de n varia- 
bles tiene por expresión 


10193 (¿Eire (2178) 0<0<1, 
del 


donde ol símbolo ( Ja significo que la función entro paréntesis so 
calcula en el punto z = a. Esta fórmula es una generalización del 
teoroma de Lagrange del valor medio para el caso multidimensional. 

Cuando 1 = 2 y n == 2, la fórmula (4) en la forma desarrollada 
so escribirá así: 


AS vo) + E (o, Yo) (220) + 
+ len eri pin + 
+0 (uv) (00 +2 + (29 +0 (220), Yo + 


+O y) (E zo) (yu) + EE (2040 (22, yot 


Www) wu]. 
Para J= 2 y n arbitrario la fórmula (4) tiene por expresión: 


10-104 3 (LL), (0 
a 


+45 à N 


EE 


Pae 


donde z= (2, a 28). 


§ 8.11. Conjunto cerrado 


Un conjunto AC Ra = R se denomina acotado, si existe un 
número M > 0 tal que 


La ¡<M, VoEd, 


o, en otras palabras, si existo on R una bola cuyo centro se halla 
en el punto nulo y en dicha bola está contenido 4. 

Sl cosfuqio A so liama: arado, al del becho de que una sucesión 
de puntos a* (k = + . -), pertenecientes a A, converge hacia el 
punto e ER (a> 2% zè E'A) so deduce que 2% perioneco a A 
(EA 
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En la afirmación citada no se afirma que A contiene en sí una 
sucesión convergente, Se dice sólo que si en A existe una sucesión 
«convergente, el punto, al cual convorgo la sucesión, pertenece a A. 

Esto muestra que se debe considerar que un conjunto vacío 
es cerrado. Todo el espacio R, es, obviamente, cerrado, pero no 
acotado. 

Estudiemos, a título de ejemplo, un elipsoide en el espacio tridi- 
mensional 


HR a, b 0>0) (1) 


es decir, un conjunto de puntos (z, y, 2) que satisfacen la ecuación 
41). Designemos este conjunto mediante B. Es un conjunto acotado, 
puesto que para cualquiera de sus puntos (z, y, z) se verifica la 
desigualdad 


eya (54) m1 mm, 


donde ma, 8%, e, El coajuato es lambién cerrado, puesto que 
si dofinimos una sucesión arbitraria de puntos (za, Vn, Za) € B. 
«convergente hacia ol punto (Zo, Yo: 20), éste último también per- 
tenoce a B. En efecto. de la igualdad 

E fui pnh 


) 

proviene, al pasar ol límite para k — oo, una igualdad 
Aya, 

la que muestra que (Zo, Yo» 20) € B. 

Veamos ahora un conjunto más extenso A, compuesto por los 

puntos (z, y, 3), cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad 
ES 
F+F+FSL (2 


El conjunto A es también, obviamente, acotado. Es, además, cerra- 
«do, pues, si 


(Er Ya Ba) EA (k=l, 2...) 
Hb 
Y (En Yas Za) > (Zor Vor žo), entonces, evidentemente, 


Ad) es, 


ses decir, (Zo, Yo Zo) E A. 


ses decir, si 
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Con este motivo resulta interesante examinar, en adición, el 
tercer ejemplo del conjunto de puntos, A”, cuyas coordenadas satis- 
facen wna desigualdad estricta 


HE <a B 


El conjunto A’ es abierto (véase el $ 8.2), no es cerrado. Tomemos, 
por ejemplo una sucesión de puntos (za, 0, 0), donde æ, tiendo 
al número «, creciendo estrictamente. Entonces, (%, 0, 0) € A” 
E = 1, 2,...) y (%, 0, 0) > (a, 0, 0). Sin embargo, el punto 
límite (a, O, 0) no pertenece a A”. 

Los ejemplos examinados se generalizan con facilidad, Supon- 
gamos que en todo el espacio R, viene prefijada una función conti- 
nua F (2) = F (2), . . ., 2,). Podemos afirmar que el conjunto B de 
todos Jos puntos æ = (Zi. - » =» Zn), Para los cuales se verifica la 
igualdad 


F (2) = F (y 2) = C (4) 


donde C cs un número arbitrario, es cerrado. 

En efecto, puede suceder que no existan, en gencral, Jos puntos z 
quo satisfagan la igualdad (4), es decir, que Æ sea un conjunto vacío, 
pero, como lo sabemos, un conjunto vacío es corrado. Supongamos 
uhora que Z es un conjunto no vacio y que cierta sucesión de puntos 
e, pertenecientes a B, converge hacia el punto z° € R, (incluso 
si B consta de un único punto z%, ya podemos construir una sucesión 
convergente de puntos pertenecientes a B, a saber, (2% 2% .. .)), 
Entonces F (2%) = C (k = f, 2, .. .), y por ser F continma en el 
punto z”, tenemos 


lím F (2%) = F (2%) = 


En tal caso 2% € B, es decir, ol conjunto B es cerrado. 

Análogamente, un conjunto de todos los puntos z que satisfacen 
la desigualdad F (2) <C, donde C es un número arbitrario y F es 
una función continua eu R,,, es cerrado, puesto que de las relaciones 


F(C (k=1,2,..) oo 


se deduce, como consecuencia de que F es continua en Rp: F(2<C. 
En virtud de lo expuesto, un elipsoide n-limensional 


SH 
=1 (a, >0) (5) 
34 n © 


es un conjunto corrado en Ra. 
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El elipsoide de volumen n-dimensional 
T 
2 sl (6) 
pa] 


es también un' conjunto cerrado en Ra. 
Sin embargo, un conjunto 


Més, m 


el cual es natural llamar elipsoide de volumen abierto, no es cerrados 
Podemos cerciorarse de esto razonando igual que en el caso de la 
fórmula (3). Esto conjunto es abierto (véase el $ 8.2). 

Sea A un conjunto arbitrario perteneciente a Ry y sca 2% un punto 
arbitrario de Ra (A= Ra, x"€ Ra). Pueden haber sólo tres casos 
recíprocamente excluyentes: 

1. Existo una bola (esfera) Vas (abierta) con centro en el punto 
æ, y dicha bola pertenece enteramente a A (Vz+ C A). En tal caso 
2% es, por definición, un punto interior del conjunto A (véase el $ 8.2). 

2. Existe una bola V, con centro en x°, todos los puntos de la 
cual no pertenecen a A (VS R, N A). En este caso 2° es, por defi- 
nición, un punto exterior del conjunto A. 

3. En cualquier bola V,» con centro en x° hay puntos que per- 
tenecen y no pertenecen a A. En este caso z° es, por definición, un 
punto límite del conjunto A. 

El conjunto A’ de todos los puntos interiores del conjunto A 
leva el nombre de núcleo abierto de A. Esto es wn conjunto abierto 
(véase el $ 8.2). Si A’ no es vacío, entonces todo punto de A” puede 
ser cubierto con una bola con centro en dicho punto, perteneciente 
enteramente a A. Si A’ es un conjunto vacío, se considera formal- 
monto abiorto. 

Un conjunto T = ðA de todos los puntos límites de A se dono- 
mina frontera del conjunto A. Es vn conjunto cerrado, porque si 
ao y a ET (k= 1, 2, -. .), cualquier bola abierta Vye con 
centro en 2” contiene cierto punto z*. El último puede ser cubierto 
con una bola V,a con centro en z”, perteneciente enteramente a 
Vas (V,a = Vas). Pero en V,a hay puntos que pertenecen y no per- 
tenecen a A, entonces, en Va» también hay puntos que pertenecen 


y no pertenecen a A. Por consiguiente, a* € P. 
Un conjunto A” do todos los puntos exteriores del conjunto A es, 


evidentemente, abierto. 
Los puntos límites de A pueden pertenecer y no pertenecer al 
conjunto A. 
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i aos fig. 99 el conjunto Ac R, se compone de los puntos 
(27, 2a): 
A+A ash Atai 2. >0 2. =2%=1 


Está claro que A” os el interior de un círculo de radio unidad y centro 
en el origen de coordenadas; T está constituido por los puntos de la 
circunferencia z? +23 =4 y el punto 
(1, 1); A” incluyo todos los puntos que 
se hallan fuera de la circunferencia de 
radio unidad, a excopción del punto 
(i, 4). Aquí la mitad derecha do la cir- 
cunferencia no pertenece a A, pero es 
una parte de la frontera F. Observomos 
que el conjunto dado A no es ni abierto 
ni cerrado. 

Así puos, si está dado un conjunto 
arbitrario A= Rh, con relación a dicho 
conjunto el espacio R, se puede repre- 
sentar como la suma do los conjuntos 
disjuntos dos a dos definidos más arri 


Ba = 4 +EH A" 
Si a título de conjunto A se examina un elipsoide de volumon 


abierto n-dimonsional (6), entonces A” es el elipsoide de volumen 
abierto (7), y I es el elipsoide (5). 


SEA es un conjunto abierto, entonces Ry N A es un conjunto cerrado, y vice- 
versa. En electo, sea A un conjunto ablerto y sea 2k——2%, A€ ln ~ À Si el 
punto z? perteneciora a A, entonces, en virtud de que A es un conjunto abierto, 
so encontraría una bola V,, (con centro en 21) perteneciente enteramente u A. 
Pero, esto es imposible, puesto que en V, se tienen los puntos et que pertenecen 
a Ra N A. De este modo, 2? € Ra N A y Rn N A es corrado. 

"Saponga “ahora que A es corrado y el punto z’ € RANA. Siel punto 
20 fuera un punto límite de A, habrían los puntos de A en cualquier bola Vs 
con centro en 2°. En oste caso podríamos construir una sucesión de puntos zà € A 
que converja hacia zè. Pero en este caso, por ser A cerrado, ol punto Z° por- 
tenecoría a A, lo que contradice la suposición de que z’ € Ry A. Hemos demos- 
trado que un punto arbitrario e € Fin > 4 es un punto interior de Ra ` 4, 
es decir, que Æna N A es un conjunto abierto. 

El conjunto'4 + I se denomina clausura de A y se denota así: 


A=A+T. 


Fig 00 


Es evidente que 
A'+r=A4T 
sto que, por un lado, A'S A, y, ARIZA +, 
E dloa o Mia ET, y aa ia oaia CA T, 0 Bien 
ZEA y z ÉL, mas, en este caso, 2 E A'c A' +T. 
Juego, A = A -+ T os un conjunto cerrado, porque el exterior de A + T = 
A” FT es un conjunto abierto- 
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De este modo, para obtener A, es necesario agregar a A todos los puntos 
límites suyos que no pertenecen al conjunto A. 
Si A es cerrado, tenemos 


A=A+r=4. 
es decir, todos los puntos límites de A pertenecen a A. Es que Ry N A es abierto 


y todo punto z° € Rx, A puede ser cubierto con una bola Y... que no contiene 
ningún punto perteneciente a A. Viceversa, sí 


A=A+T=A, 


A será cerrado, porque si zh == a°, zh € A. y si suponemos que 29 EA, llegare- 
mos a una contradicción, puesto que, en tal caso 2° ET A +P 

De esto modo, para que el conjunto A sea cerrado, es necesario y suficiente 
que con este confunto coincida su clausura (A = A). _ 

En particular, A es siempre cerrado, por lo cual Ñ = F. 

Por fin, ha de ser notado que un conjunto vacío y todo el espacio Hy son a 
la vez conjuntos abiertos y cerrados. Se puede demostrar que on los casos festan- 
tos si el conjunto A cs abierto, no será cerrado, y si es cerrado, no sorá abierto. 


$ 8.12. Función continua 
en un conjunto acotado 
cerrado 


Sen A, por ahora, un conjunto arbitrario del espacio R = My 

y supongamos que en A viene definida una función f (z) = f (4, + «+ 

`.» 24). Por definición, la función / es contínua en el punto 2 € A, 
si se verifica la igualdad 

lím f(a) 


ahano 
bea 


=f (2°), (1) 


cualquiera que sea la sucesión de puntos x* € A convergente hacia at. 

La diferoncia entre la definición citada de continuidad de una 
función en el punto a? y la definición habitual propuesta en el $ 8.4 
consiste en lo siguiente: on la definición habitual se suponía que la 
función f estaba definida en cierto entorno del punto <° y se requoría 
que el límite (1) existiera y fuera igual a f (2°) para cualquier sucesión 
de puntos z* convergente a 2%. 

Ahora no se requiere que la función f esté definida en todo el 
entorno de a*. Sólo so exige que f esté definida en el punto 2" € 4 
y que el límite (1) tenga lugar para cualquier sucesión de puntos 
z^ EA convergente hacia el punto 2%. 

La definición aducida puede enunciarse también en el Jenguaje 
de e, 6: la función f os continua en el punto 2% € A, si para cual- 
quier e >0 existo un 6 >0 tal que 


lí) —f(2) [<e, WEA, [2-2 |< 5. 
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Ahora supondremos que A es un conjunto cerrado acotado del 
espacio R y la función f (z), definida en este conjunto es continua 
en él. Asumidas dichas suposiciones, podemos demostrar las si- 
guientes propiedades notables: 

1) La función / está acotada en el conjunto A. 

2) La función f admite en el conjunto A un' máximo y un míni- 
mo, es decir, existen en A tales puntos 2% e y? que 


1(2) =máxj (z), f(y)=wmín f(x). 
aea ES 


3)La función f es uniformemente continua en el conjunto A 
o sea, para todo e > 0 existo tal ô >Ô que 


lji) —f (2) 1<e 


para cualesquiera z’, 2" EA que satisfacen las desigualdades 
[a —. |< ô. 

Vemos pues que las propiedades 1), 2), 3) generalizan las pro- 
piedades ya conocidas de la función continua / (z) de una sola va- 
riable æ definida en el segmento la, b]. Subrayemos que el seg- 
mento [a, bl es un conjunto unidimensional acotado cerrado. Es 
que si una sucesión do puntos (números) za, pertenecientes al seg- 
mento la, bl. converge hacia cierto punto (número) zp, entonces 
este punto portenece a la, b) (xo Ela, b)). 

La demostración de las propiedades 1), 2), 3) es sumamente oná- 
loga a la quo se ha realizado para el segmento la, b] en los $$ 3.5 
y 3.7. Se basa por entero on el siguiente lema que generaliza el 
Correspondiente teorema unidimensional de Bolzano-Weierstrass 
aducido on el $ 2.9. 

irma En toda sucesión acotada de puntos a* = (14, .. 
1,2, ...) se puede elegir una subsucesión 12M) 
) convergente hacia un punto 2%: 


pa — 2 |0 (100), 


į Demostración. Poreuanto la sucesión (zA) está acotada, existe un número M 
tal que 


MIA 1>13] 0= ankm, 2...) 


Esto prueba que las coordenadas de Jos puntos ză estén también acotadas. La 
primera coordenada forma una sucesión acotada (2%) (k = 4, 2, ...), y, em 
virtud del teorema unidimensional de Bolzano-Welerstrass, se encontrarán. 


k 
una subsucesión kz, de números naturales y cierto número z? tales que nto 
hy > œ). La Segunda [coordenada z» se considerorá sólo para los kj, 


h 
naturales hallados. La [subsucesión {z4} está acotada, razón por la, cual se: 
pueden elegir en ella una subsucesión (2,2) y un número 22 tales que 22224. 


390 Capítulo 8. Cálculo diferencial 


h h 
Por cuanto (hy) es una subsucesión de {k;,}, tenemos a la vez z,? — rf, 12 
— x2. Continuando este proceso, obtendremos en su n-ésima ctapa una sub- 
sucesión de números naturales k;,= k; y un sistema de números 79, , 
tales que simultáneamente 


aap Rs 
Al poner 2° = (zf 


M 
21h N 
4), obtendremos la afirmación del Jema, 


Demostración de la propiedad 1). Admitamos que uo está acotada 
en el conjunto cerrado acotado A. Entonces, para cada número na- 
tural m existe un punto -" € A tal que 


1163) 1>m (n=1,2,...). (2) 

Como el conjunto A está acotado, la sucesión de puntos (21) 
está también acotada y, en virtud del lema, se puede elegir en ella 
ina subsucesión fm"*) que convorge hacia cierto punto a°, Por 


hipótesis, el conjunto A está acotado, por lo cual el punto 2% € A. 
Pero en ol punto z° la función f es continua y por cso 


lim f(a" (ah). (3) 
PAN 
La propicdad (3) contradice la (2). Por eso f puede ser solamento 
acotada on el conjunto cerrado acotado A. 
Demostración de la propiedad 2). De acuerdo con la propiedad 
4), una función, continua en el conjunto cerrado acotado A, está 
acotada, por consiguiente, está acotada superiormente por el número 
K: f (æ) < K (æ € 4). 
Poro, en este caso oxiste una cota superior exacta de f on A; 


Supj (z) = M. (4) 
sean 


El múmero M posee una propiedad siguiente: para todo m natural 
existe en el conjunto A un punto 2" = (27%, ..., zp) tal que 


M-L<H(S)SM (m=1, 2...) 


La sucesión fa") pertenece al conjunto cerrado acotado A y por 
eso ostá acotada 


l=} Y PSK, mad, 2... 


a consecuencia de lo cual podemos elegir en ella una subsucesión 


fe"x) convergente hacia cierto punto 2? € A. La última conclusión 
se desprende de lo que el conjunto A es cerrado. 
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Pero la función f es continua en el conjunto A, por consiguiente, 
lo es en el punto z° y por esta razón 


Ln LN) = f (2). 
a 
Por otra parte 


M-L< HSM (b=1, 2...) 
Pasando al límite en esta desigualdad para k— œ, obtenemos 
MSI (SM, 
es decir, 
1(2%) = M. 


De este modo, la cota suporior (4) so alcanza en el punto 2% € A, 
es decir, la función f admite en el punto 2° € A' un máximo en el 
conjunto A. 

Así pues, hemos demostrado que existe un punto 2% € A, para 
el cual 


máx f(a) =t (af): 


La otra parte de la propiedad 2), referente al mínimo, se demues- 
tra análogamento. 

Demostración de la propiedad 3). Admitamos que la propiedad 
no és justa, Entonces existe tal e > 0 que para cualquier ô >O 
se encontrará un par de puntos z= (Zi, ..., Zn), y= (Yis ++.» Yn) € 
€ A, que satisfacen la desigualdad 


lz—yl VÍ, (z=)? <S, 
para los cuales se cumple 
11) ilS e 


Fijemos ahora una sucesión de números positivos Ó —— 0 para 
m —> œ. Para cada Ôm se encontrarán unos puntos q” = (27, ... 
sn anh Y= (W -e YR) EA tales que |a" — y™ |< ôm, 


pero 
17 (2%) —1(y") > e (5) 
Puesto que los puntos de la sucesión {z™} pertenecen al conjunto 
acotado A, dicha sucesión está acotada y, de acuerdo con el lema, 
en ella puede elegirse una subsucesión (2”x) convergente hacia 
cierto punto z° € A (por ser el conjunto A cerrado). 
21-01380 


32 Capítulo 8. Cáleulo diferencial 


Como |2"* — y”* | >0, para k— oo, la subsucesión TOS 
también converge al punto 2”, puesto que 


[am] py m ah a at < 
Sy H e al, 
Por hipótesis, la función f es continua en A, y, por ende, será 


continua en el punto 2%. 
Por eso 


iim j(= Um 1 =1(2). 
Mhea shea 
Ahora, pasando al límite en (5) para k — œ, obtenemos 
e< lim IHE) i (91 = 1f (2) 4 (a) =0 
ah, yea 
y hemos llegado a una contradicción: e< 0. 


$ 8.13. Extremos 


Supongamos que en un dominio (un conjunto conexo abierto) G 
vione dada una función u = f (2), 2 = (21 ->.+ Zn) y Sea 2° = 
(2%, 74) un punto de G. Suele decirse que la función u = 
Z Fte) dispone do mázimo (mínimo) local en el punto 2%, si un 
entorno 3 de este punto es tal que Væ, perteneciente a dicho entor- 
no, tieno lugar la desigualdad 


1(2)<1() ((2)>1(). (1) 


El punto z° se denominará punto de máximo (mínimo) local y el 
valor correspondiente do la función f(x"), valor máximo (mínimo) 
de la función. El máximo y el mínimo locales tienen una denomina- 
ción general «extremo local», De la definición de extremo se deduce 
que en un entorno suficientemente pequeño del punto z? el incremen- 
to de la función Au = f (z) — f (2°) no cambia de signo: 

Au> 0 en el caso de un mínimo local (mín): 

Au< 0 en el caso de un máximo local (máx). 

TEOREMA 1 (CONDICION NECESARIA DE UN EXTREMO). Supongamos 
que una función u = f (z) dispone de extremo local en el punto a°. 


Entonces, si existen las derivadas parciales de primer orden + (= 
=1, . n., n) en el punto a°, todas ellas se anulan en este punto: 


ADO (md, <s Me (2) 
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an O. Fijemos las varia- 
al 


Demostración. Demostromos que 


bles z= 22, . . ., Za =%. Obtendremos, pues, la función u = 
== f (8 g% +. ., 24) de una sola variable z, con la particularidad 
de que dicha función tiene un extremo local en el punto 22. Por 
tanto, en virtud de la condición necesaria de un extremo para la 
función de una sola variable, concluimos que la dorivada do esta 
función respecto de la variable z, debe ser igual a cero en el punto 
a}. Pero dicha derivada es una derivada parcial de la función f (2) 
respecto de la variable z, en el punto 2%, es decir, 


PIE 8 6 


day 


Los otros casos se examinan de una manera análoga, 

coroLanio. St una función u —} (x) dispone de extremo en el punto 
20 y es derivable en el punto x%, entonces df (2°) = 0, o grad f (2%) 0, 

EJ corolario dado se dospronde de la definición de diferencial 
y de la de gradiente. 

Observación. La condición (2) no os suficiente para que en 
Punto æ° haya un extromo de la función /. 

Por ejemplo, una función u = "y tiene derivadas parciales 
Q- 2ay, a = 2%, las cuales se reducen a cero en el punto (0, 0). 
Xo obstante, el punto (0, 0) no es un punto de extremo, puesto que 
en cualquier entorno de este punto Au = 2*y — 0 = 2*y adquiere 
tanto valores positivos, como negativos. 

En lo sucesivo llamaremos estacionarios aquellos puntos en los 
cuales existon derivadas parciales continuas de f que satisfacen 
el sistema (2). 

Pasemos ahora a la obtención de las condiciones suficientes do 
un extremo. Supongamos que la función u = f (x) tieno derivadas 
continuas de orden hasta el segundo inclusive sespecto de todas las 
variables y sea +" un punto estacionario, es decir, dj (x°) =0. En- 
tonces, desarrollando la función u = j (z) según la fórmula de 
Taylor en el entorno del punto z°, obtendremos 


Af (2%) = df (2%) + Bf (0 +02) = 


=4 41(04042)=2 3 D fia, (24002) Az, Azz = 


pa 


=4 Y Dl (0) +e (87, M2, = 
aA 
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sn ¿E 
LY hr (rra Y Du 
E] Ey 


=4 5 Y fos, (4) Ar Az, + a(Az), 
aja 


donde 0<0<1, Az=(Az,, ..., AZn), p-s V E Art, 
a (Ax) > 0 cuando p— 0. 

Ya que las segundas derivadas son continuas, las magnitudes 
eu que dependen do Az, tienden a cero cuando p = [Az |— 0, 
pero, en este caso, también máx | e: | = 8-0 para p 0. Por 


esto, teniendo presente que 'SIL<4, obtenemos a) (Az)| = 


de aa 
La A les Y tine —0 (p>0). 
i y] 

Así pues, se ha demostrado que - 


a Dait RO) 
aña 


dondo 
E A) 
y 
a (E) —0 para p=/8l= guo 
La expresión 


402X, Y utt (u= an) 4) 


es una forma cuadrática con relación a E = (E, «+.» En). Según 
el signo de esta forma podemos enterarnos, con ayuda de la fórmula 
(8), del signo de Af (x°) para | Az | suficientemente pequeños. 

Queda válida la siguiente afirmación: 

A) Si la forma A @) es estrictamente definida positiva, es decir, 
si A (E) >0 para' todo 3 æ 0, la función f tiene en el punto 2" un 
mínimo local. 

2) Si la forma A ($) es estrictamente definida negativa, es decir, 
si A (E) <0 para todo Ẹ s40, la función f tiene en el punto 2* un 
máximo local. 
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3) Si A (E) >0 para todo E o A (E)<0 para todo E y se tieno 
4 0, para el cual A (E) = O, entonces la cuestión de extremo local 
de la función f en el punto z° queda suspendida. 

4) Si la forma A ($) no está definida respecto de su signo, es decir, 
si existen los vectores E' y E”, para los cuales A ($) > 0, A (E) < 0, 
entonces la función f no tiene oxtremo local en el punto 2%. 

Demostración de la afirmación 1). Escribamos la igualdad (3) 
del modo siguiente: 


an E[3 3 oy 40 ()]= 


-2[3 Zamora] - ame © 
E 


donde se han introducido las variables nuevas 
we=Elp ((=1,2,....2. 


== ynu 


m= v3 n= 


De este modo, el punto y se halla, para $ cualquiera, sobro la super- 
ficie de una bola unidad n-dimensional. La función A (n) es continua 
en la superficie mencionada la que representa un conjunto cerrado 
acotado, y es, por hipótesis, positiva en esta superficie. Pero en tal 
caso A (9) alcanza su mínimo m en cierto punto de esta superfici 
el cual os superior a cero (m > 0) (véase el $ 8.12, propiedad 2). 
Por cuanto a ($) 0 para p = | j— 0, entonces, siendo ô > 
suficientemente pequeño, tenemos 


la E) 1<m WE: 18|<0. 
Por consiguiente, 
Af (2°) = F (2° +3) —1 (2) = LIA (1) +2 S 


> E lm+a)l> 0 VE: IE] 


y la función f dispone de máximo local en el punto 2%. 

La afirmación 2) so demvestra análogamente. 

Demostración de la afirmación 3). En el caso dado la forma A (E) 
se reduce a cero para cierto $' s+ 0, mas, entonces, en virtud de la 
propiedad de homogeneidad de la forma (A (a) = aA (E) para 
$ = a$’, donde a es un número, ésta también debe ser igual a cero, 


Es fácil ver que 
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lo que es indicio de que para todos los puntos indicados E nuestra 
forma es igual a cero y, por consiguiente, / (x° + $) — f (2°) = 


=$ o"a ($). Como el signo de a ($) es desconocido, no podemos 


docir si tiene f extremo en 2% o no lo tiene. 

Demostración de la afirmación 4). Aquí también resulta conve- 
niente recurrir a la igualdad (5). En esta caso existe, por hipótesis, 
un punto $”, para el cual la forma es positiva, y existe un punto $”, 
para el cual la forma es negativa, pero ontonces para los puntos y = 
Ep, ne = B"/p, que les corresponden, so verificatán las desigual” 
dades A (1) >0, Á (1) < 0, y, siendo p pequeños, resultará quo 
A(1)+2()>0, 4(1)+26)<0, es decir, en cualquier 
entorno pequeño de z* hay unos puntos g’ y æ". para los cuales 
F (2°) >f (2%) y f (2°) < f (2°), lo que es testimonio de que a ciencia 
cierta no hay extremo, 

Se conocen las condiciones (de Sylvester)'), que se expresan en 
el lenguaje de los coeficientes ary, para las cuales la forma cuadrática 
(4) satisface las condiciones mencionadas 1)—4). Demos a conocer 
aquí sólo los criterios (que provienen del teorema de Sylvester) en 
el caso de una función u = f (zı, 75) de dos variables. 

Si an = fq (22) >0, y 


A aag ai= fag (2) FAE) Minna (> 0 


ün aa 


(en este caso la forma (4) es estrictamente definida positiva), onton- 
cos la función u = f (zı, z4) dispone de mínimo local en el punto 
e. 

i 


Pal) <O, fig (2) fag (20) — Iina (2°) > 0 


(en cste caso la forma (4) es estrictamente definida negativa), enton- 
ces la función u fra, za) Mens máximo local en, el punto ES 

Si aytsa — a, < O, entonces d% (2%), siendo una forma cuadrás 
tica, no está definida según su signo al variar Azı, por lo cual en 
esto caso Af (2"), tampoco conserva el signo, cualquiera que sea el 
punto 2*, y, por lo tanto, en x* no hay extromo. 

Si duds, — a}, = 0, la cuestión sobre un extremo queda suspen- 
dida, 

EJEMPLO i. Para la función u=2?-—3r+y* los puntos 
(1,0) son estacionarios. Veamos si Lienen o no algún extremo. 


5) Véase nuestro libro Matemáticas superiores. Elementos del álgebra 
lineal y de la Geometría analíticas, $ 21. 
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Tenemos 

uw = 6r, up (el, 0) = +6, uzy = 0, uz = 2. 
Do este modo, para el punto (1,0) ants: — 03, =6:20= 
= 12 > 0, a = 8 > 0. Por eso en el puúto (1, 0) nuestra función 
dispone de máximo local. Para el punto (—1, 0): au = —6 < 0, 
aū, — a$, = —12 < Ô. por lo cual la función no tiene extremo 
en el punto (—1, 0). 

mempto 2 Para Ja función u = x* + y? el punto (0, 0) es esta- 
cionario y es fácil ver que en este punto la función tiene un mínimo 
local. Entre tanto, usi = 122%, uzy =p O, upc 2,-es decit, aj, = 
= 0, ag = O, Ga = 2. y Gitse 05, > O- 

EsempLo 2. Para la función Y + y* tenemos en el punto 
estacionario (0, 0) a = Ù, 414 =O; aq, = 2, es decir, aquí también 
aüs, — ut, = Ü, šin embargo en este caso la función u = 2 + y? 
no tiene extremo en el punto (0, 0), puesto que én la recta y =0 
el incremento Au = x* cambia de signo al pasar por el punto z = O. 


$ 8.14. Búsqueda de los valores 
máximos y mínimos de 
una función 


Sea dada una función continuamente diferenciable u = f (x) 
en un conjunto G= R el cual representa la clausura de un dominio 
acotado, es decir, de un dominio al cual se ha agregado la frontera 
ôG. Entonces, f alcanza tanto un máximo como un mínimo en ciertos 
puntos æ € G (véase el $ 8.12, propiedad 3)). Estos puntos pueden 
ser interiores y límites. Si un punto æ es interior, la función f (2) 
tiene on él un extremo local. Por eso, para encontrar el valor máximo 
(mínimo) de la función, es necesario hallar todos los puntos estacio- 
narios, calcular los valores de la función “en dichos puntos y luego 
compararlos con los valores de la función en la frontera ôG. El má- 
ximo de estos valores será precisamente el valor máximo de la fun- 
ción en G. 

Si GR, y ôG es una curva continua plana z = ẹ (0), y = 
= q (t), entonces a lo Jargo de la frontera nuestra función es función 
de una sola variable £: / lẹ (0), y (1)). Ya sabomos cómo se halla 
el valor máximo de las funciones de este género. 

vsumero. Hállese el valor máximo de la función z = 1 — z + 
+ a — 2y en un dominio cerrado G, ado por las rectas x = Ù, 
y = 0, z + y = 1 (fig. 100), 

Resolución, z4 = —1 + 2r = 0, z, = 2 æ 0, es decir, no hay 
puntos estacionarios. Investiguemos la función z en ôG. 

1) Sea z = Ô, entonces s=14+2y, 0<y<1. En 10, 1] la 
función z '2y tampoco tiene puntos estacionaros y z (0) = 1, 
z (1) =3. 
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O, entonces z =1— z- 2% 0<<1. Luego, 

para z =1/2, es decir, z =1/2 es un punto 

estacionario. Al calcular el valor de la 

si función en este punto y en la frontera para 
yE Tyg obtendremos: 2 (1/2) = 


PE z+y=1, entonces z= 3— 
— 3r +r, O<z< d. Por cuanto zy = 
=—3 + 2z = 0 en el punto z =3/2 Ẹ 10, 1), 
concluimos que en nuestro segmento 
7] $5 10, 1] no hay puntos estacionarios. Luego, 
3(0)=3, (1) =1 
Fig. 100 Comparando todos los valores máximos 
de la función en diferentes partes de la 
frontera, vemos que el valor máximo de la función z (z, y) en G 
es igual a 3 y se alcanza este valor en el punto 2% = (0, 1). 


$ 8.15. Teorema de existencia 
de una función implícita 


Profijemos una función arbitraria / (z, y) de dos variables z e y. 
Igualómosla a cero: 


f(x, y) =0. (1) 


Un conjunto de todos los puntos (z, y), para los cuales se verifica 
r iaa (1), denotemos con W. Sea (ze, yy) € M. es decir, 
(Za. Yo) = 0. 

E launio 3R puede ser de naturaloza más diversa, si a la f 
no se imponen ningunas condiciones. Por ejemplo, en el caso de 
Í (2, 4) =(— 2) + (y — ya el siento M se compone de un 
único punto (zo, Y +u? +41, el conjunto I 
es vacio; si / (z, y) — (Y — vo = (z + Y — 20 — Yo) 
(z — y — Zo + Yo), el conjunto I es un par de rectas que pasan 
Por (24, Yo). Sin embargo, se encuentran a menudo los casos en que 
SR representa, por lo menos en un entorno suficientemente. pequeño 
de (ze, Yo), una curva que se describe por una función continua 
(uniforme) 


y= (z), 7Elz9—ó, zo +0) 


(de este modo, p es una función definida implícitamente por la 
ecuación (1), véase también el $ 3.1). 

Surge una cuestión, ¿cómo determinar, basándose en las pro- 
piedados de f, que tiene lugar precisamente este caso? 

Más abajo so demuestran dos teoremas generales que responden 
a la pregunta planteada. 
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TEOREMA i. Sea dada una ecuación 
i= 1613 
que satisface las siguientes propiedades. 
La función f está definida en cierto entorno bidimensional Q del 


punto (zo, ya) en el plano (z, y) y es continua en él Junto con sus deri- 
vadas parciales de primer orden, y, además, 


Lalo vo) = (F), #0 [07 


Y Í (Zo, Yo) = O. Sea, luego, M un conjunto de todos los puntos (z, y» 
que satisfacen la ecuación (1) (en particular, el punto (Zo, Yo) € M). 
Entonces, cualquiera que sea by > 0, existe un rectángulo 

A= {|z — t| <a, ly—-Yl<b), D< bo 164 

perteneciente a Q, tal que el conjunto MA se describe por una función 
continuamente diferenciable (función implícita) 

y=v(), EN, 104 

A = {|z — zi |< a}. (5) 

En otras palabras, el rectángulo A posee la propiedad de que en 
su proyección A? sobre el eje z se puede definir la función continua- 
mente diferenciable (4) que es la solución de la ocuación (1), es decir, 
la cual satisface la ccuación (1) 

Fl pl), zE A. © 
Su gráfica pertenoce plenamente a A. Dicha función es única en el 
sentido de qe gealkyte gania (e, y) E MA tiene coordenadas aso- 
ciadas con la vcuación (4). En particular, yo = Y (Zo), puesto que 
(Lo, Yo) E MA (fig. 101). 

Demostración del teorema 1. Sea, para concretar, fy (£o, y4) > 0. 
Dado que fy es continua en Q, existe un entorno del punto (ze, Yo) 
(que se denotará nuevamente mediante N) tal que en él fy (z, y) > 0. 
Introduzcamos un rectángulo cerrado 

A (122% 1% Jy ILHE b< b) 
Entonces, fy (x, y) >O'en A y 
min jy (2, y) =m>0. a) 
(mes 


La función f (z, y), que se considera on ol segmento ly, — b< y< 
< Yo + b, z = za). es continua como función de y, crece estrictas 
mente y se anula en el punto y = yo (de conformidad con Ja hipó- 
tesis del teorema, f (£y Ya) = 0). Quiere decir, 


Í (Eor Yo — b) <O. $ (o Ya + b)>0. 


330 Capítulo 8, Cálculo diferencial 


Por ser f continua, existe un número a, suficientemente pequeño, 
U<a<a, tal que 


Iiz vo — D) <O, ft y+0)>0 VEN =(|72m|<a2). 


Designemos mediante A = {]z— za |< a, |y — yo |< b} el 


rectángulo abierto. Es evidente que Ac Ac Q, y 4? es la proyec- 
«ción de A sobre ol eje z. 


Fig. 101 


Examine nos ahora, para z € A? arbitrariamente fijado, una fun- 
ción f como función de y en el segmento [yy — b, yọ + bl. Es conti- 
nua, crece estrictamente (fp >Ó!) y tiene signos opuestos en los 
extremos del segmento, De acuerdo con el teoroma del valor inter- 
medio, existe en este caso un número y, y, adomás, único, pertone- 
«ciente al intervalo (ya — b. Yo + b); designamos este número me- 
diante y =p (z), para el cual f (z, $ (2) = 0. 

Con esto queda demostrada la existencia de la función y (z) 
que está definida en A? y satisface la ecuación (6). 

Demostremos que la función y (z) es continua en A*. Supongamos 
que z, z + Az € Al, y =p (2). Ay =p (2 + Az) — y (2). Enton- 
ces, en virtud do la fórmula de Taylor (pág. 312), tenemos 


0 =f (z + Az, y + Ay) — f (2, u) = fa (2 + 0Az, y +04y) X 
x Ax + fý (z +04z, y + 033) Ay, donde 0<0<t. 
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Ae — —f(a+04x, y+9AyYVf, (2 +04z, y+08y), (8) 


donde el punto (z + 0Az, y + Ay) € A. 

En vista de la hipótesis del teorema, en el rectángulo cerrado A, 
y, por ende, también en el rectángulo A D, la función fy está 
acotada (|f, |< M), y, según (7), la función jy está acotada infe- 
riormente por el número m > 0, razón por la cual do (8) obtenemos 


E 


es decir, Ay > O cuando Az — 0, y esto implica la continuidad de 
la función y = y (2) en el punto z. Como el punto z es arbitraria- 
mente elegido en A%, la función y (z) es continua en 4°. 

Ahora, pasando al límite en (8) para Az — 0, obtenemos (según 
lo demostrado, Ay también — 0) 


e y Ll x 
lim e= -gen OWD. (9) 
Hemos demostrado la existencia de la derivada p (z) en e) punto 
æ y la igualdad 


5 Et 
va (10) 


La continuidad de y (z) so ve directamente de (10), puesto que 
fe y f son continuas on el rectángulo A, y la curva y = y) (z) no salo 
de sus márgones y es continua, lo que so ha demostrado más arriba, 
Enunciemos un teorema, análogo al teorema 1, para el caso en 
que una función implícita depende de n variables. 
TEOREMA Y. Sea prefijada una ecuación 


Í (E. W) =fíf- «Tm y=0 a) 


que satisjace las siguientes condiciones. 

La función f está definida en cierto entorno 9 del punto (2°, y?) = 
(2%, «a a, 2%, y°) del espacio Ras, de puntos (2, y) = (21 5. 
+. 01 Zny Y) y es continua en él junto con sus derivadas parciales de 
primer orden, y, además 


puto, m=(3E), #0, 1a, y) =0. e 


Supongamos a continuación que W es un conjunto de todos los puntos 
(e, y) que satisfacen la ecuación (1) (en particular, (x°, y") € W). 
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Entonces, cualquiera que sea ba > 0, existe en Q un rectángulo 
A=(lx3-3|<a, J=4.....n 

ly—=YP |<b), b< bo e) 

perteneciente a Q, tal que el conjunto MA se describe por una junción 


continuamente diferenciable (esdecir, por una función que tiene derivadas 
parciales continuas) 


y =P (2) = ¢ (Ep ++ Tah, 240, (45) 
N=(l1-H|<a, J=1, n}. (6) 


Las derivadas parciales de la función y se calculan según la 
fórmula 


d a ja 
2 Ela a ao) 
Si la función f (en el caso de los teoremas 1 y 1°) tiene derivadas 
continuas de orden superior Z, entonces la función implícita también 
tiene derivadas de orden l, las cuales pueden hallarse diferenciando 
L veces la fórmula (10) ó (10). 
rsmmPLO Supongamos conocido el hecho de que una función 
1 (e, y), considerada en el teorema 1, tiene derivadas parciales 
continuas de segundo orden. Partiremos de la igualdad (10). Diferen- 
ciándola respecto de z, obtendremos 


A la yta) 
ria) o A dl AP 
+0) T : 
So ha aprovechado aquí la fórmula de diferenciación de la fun- 
ción compuesta. 


$ 8.16. Plano tangente y normal 


Supongamos que la superficie S está dada en la forma implícita 
por una ecuación 


F (z, y, 23=0. 


Convengamos en considerar que F (ze, Yo, Ze) = Ô y que en cierto 
entorno del punto (Za, Ya, zo) la función F tiene derivadas parciales 
continuas que no són iguales a cero simultáneamente. Entonces 


grado F = (Fdo, (Fido: (Por (Fio) 7 0. (2) 


Escribimos (O), en lugar de O (25, Yo, 20). 

Supongamos, para concretar, que (F:)ẹ + 0. En virtud del teo- 
rema de la función implícita, existe un entorno del punto (Zo, Yo» Zo)» 
en el cual la superficie S se describe de una manera explicita por 
una función continuamente diferenciable z = f (z, y). Ya sabemos que 
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la ecuación del plano tangente a S en el punto (Zo, Yo, Zo) tiene por 
expresión 
z — o = (fada (Z — zo) + (io (Y — Vo), 
Udo = — (Ed (Fio 
Udo = (EDF DO 


Debido a ello la ecuación del plano tangente a S en el punto (zo, 
Yos Zo) Se anotará así: Al 


(Eno (a — zo) + (Exho (y — Yo) + (Fiha € — 3) =0, > (8) 
y la ecuación de la normal a S en el punto (Zo, Yo, Zo): 


donde 


noia 
AA 15) 

Obtendremos las mismas ecuaciones (3), (4), si suponemos que 
(Fdo + 0, bien (E;)o = 0. En estos casos la superficie S en el en- 


Fig. 402 


torno del punto (ze, Vo, Z4) se describe explicitamente por las ecu; 
ciones respectivas 


z=¢( 2), y= Ņ (z, 2. 

Vemos que, cumplida la condición (12), cierto pedazo de la super- 
ficie S, pertenociente a un entorno suficientemente pequeño de 
{Zos Vo, Zo) tiene en cualquiera de sus puntos un plano tangente que 
varía continuamente a medida que so desplaza continuamente el 
punto (zo, Yo, 2o). Tal pedazo recibe el nombre de pedazo suave de 
la superficie S. 

Otra cosa es, si grado F = 0, En este caso no puede garantizarse 
que en el punto (Ze, Yo, 20) existe un plano tangente a $. Este puede 
existir y puede no existir. 

esempLo. La ecuación 


+p- © 


define un cono circular cuyo vértice se encuentra en el origen de 
coordenadas y el eje del cono coincide con el eje z (fig. 102). 
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El primer miembro de la ecuación (5) tiene derivadas parciales 
F= 2r, Fi=2 


que no son nulas simultáneamente, siempre que el punto (z, y, 2) 3 
= (0, 0, 0). En cualquiera de los puntos de esta índole, el que se 
denotará (Zo, Yo, za), el plano tangente se determina mediante la 
ecuación 


— Zo (£ — Zo) + Yo (Y — Yo) + Zo (2 — 2a) = 0. 


El plano tangento a nuestra superficio cónica no existe en el origen 
de coordenadas. En este caso grad, F = 0. 
Los puntos (zo, Yo, 2o) que se hallan en Ja superficie S, en los 
cuales grado? = Ô, se denominan puntos singulares de la superficie S. 
Examinemos una función continuamente diferenciable 


u =} (z, y, 2) (6) 


en cierto dominio Q de puntos (z, y, 2). Supongamos que en el punto 
(Los Yo» 20) € Q el valor de esta función es igual al número A: 


A = Í (Lo Yor 20). 


Si Jus derivadas parciales do f en el punto (ro. Yo, 24) no son nulas 
simultáneamente, la ecuación A = f (z, y, 2) defino en el entorno 
de dicho puñto una cierta superficio suave S, llamada superficie de 
nivel de la función (6). 

El plano tangente a S en el punto (ze, Yo, 34) tiene la siguiente 
ecuación 


F; = 25, 


a ài o 
doc (d),0—r+ (4), (090. 

La normal a S en el punto (xy, Yo, 24), es decir, una recta que 
pasa por este punto perpendicularmente con relación al plano tan- 
gente tiene, obviamonto, la ecuación 

X= Y _ La 
(=) (ah (E 
oz la LO ô 
Veios que el vector 


2 Y 
saa de (> (e (2),) 
está orientado a lo largo de la normal a la superficie $. 
La ecuación z = f (z, y), donde la función f tiene derivadas par- 
ciales continuas, define cierta superficio suave S. Pongamos Á = 
= f (To Yo). Si en el punto (Ze, yo) las derivadas parciales (4£),, 


(4), no son nulas simultáneamente, la ecuación A = f (z, y) 
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definirá en el entorno de este punto cierta curva suave P (línea de 
nivel de la función z = /.(z, y). 
La ecuación de la tangente a I en (Zo, Yo) será 


(E), -z+ (2h), wu =. 


EL vector ((2),, (4),) está orientado alo largo de la normat 


a T en el punto (£o, Yo)- 


jo) 


§ 8.17. Sistemas de funciones 
dadas en la forma implícita 


Se ha examinado anteriormente la cuestión do existencia do 
una función implícita continua y diforenciable, definida por una 
ecuación. 

Aquí se examinará una cuestión análoga pora un conjunto de 
las funciones implicitas y, . - -: Ym definidas por un sistema de 
ecuaciones 


hilo +. 


La PEE TA 


De este modo, buscamos las funciones y,, . 
+. Zn como soluciones del sistema (1): yı 
al... m. 

Aclaremos las condiciones que aseguran la existencia de la solu- 
ción del sistema (1) y la diferenciabilidad de las funciones yy. 

TEOREMA 1. Sea prefijado un sistema de ecuaciones (1) que satis- 
Jace las siguientes propiedades. 

Las funciones fy están definidas en cierto entorno ((n + m) -dimen- 
sional) £2 del punto (2%, y?) = (2%. ..., 2%5 Yis > «+ Ya) del espacio 
Rasm de puntos (2, y) = (Zy, > -s Znj Yi +s Um) Y son conti- 
nuas en él junto con sus derivadas parciales de primer orden con un 
Jacobiano (determinante de Jacobi!) 


Ll | Di 


En Wu 


Dym 


Además, el punto (2%, y") satisface elsistema (1). 
Sea N un conjunto de todos los puntos (æ, y) que satisfacen el 
sistema (1) (en particular. (2%, y") € W). 


1) Jacobi K. G. (1804—4851), un matemático alemán. 
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Entonces, cualquiera que sea by > 0, existe un rectángulo 
A=(lx-3|<a (p=1,....2), 
IM—BI<Db (¿=4,.... m)), b< by (3) 
perteneciente a Q, tal que el conjunto W A se describe por las funciones 
<ontinuamente diferenciables 
Y=v() (1... m), EN, (4 
=$ <a ¡=4,....m). (5) 
En otras palabras, el rectángulo A posee la propiedad de que on 
“su proyección A sobre un subespacio coordenado (2, . ., £n) 
pueden definirse las funciones continuamente diferonciables (4) 
«quo satisfacen las ecuaciones (1); 
TAC he a) =0, 
ZEN (p=1,... m) 

y las desigualdades | yy (2) — y} ¡<= b. Las funciones citadas son 
Ánlcas en el scatido ds que cual quier punto (æ, y) EM A tiene las 
coordenadas asociadas con las ecuaciones (4). 

e particular, y) = Wy (2) G = 4, ....., m), puesto quo (2%, y°)€ 


Observación 1. En el teorema puede considerarse que el roctán= 
gulo A y su proyección A? se determinan por las desigualdades 
A= {lzy} <a Y + n); 
lus Rid (=4,.... m) 1630) 
V=(l2-H|<a, j=1,... 1), (5*) 
donde los números ay, b; son, en el caso general, diferentes, En efecto, 
si el teorema es lícito para el rectángulo (3) con ciertos ay, b,, enton- 
poner b = mín bi, podemos. por ser las funciones yy, conti- 
indicar tal número a < a; (j = 1, . . ., n) que los puntos 
(E, ha (2), - - -> Pom (2)) con z € {|2 — zj |< a, 
j=1,....n) 
queden ubicados en el rectángulo (3). 
Hemos de notar, sin embargo, que en general no es posible con- 
seguir que a y b en (3) sean iguales, de lo que es fácil convencerse 


tomando como ejemplo una ecuación F (z, y) = y — 2 = 0, 
Zo = y =0. 


Demos] 
ecuaciones 


demostración del teorema 1 sólo para un caso particular de dos 


| 


A’) 
la a, za Das Ya) = O. w 
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Se debe demostrar que si las funciones f, y fa son continuamente diferen- 
clables en cierto entorno del punto M° = (zf, =2, yf, y9) € Ra, que satisface 
las ecuaciones (1°), y si el jacobiano 


dhr 2h 
an yy A 
a 2 +? e 
Du an 


en M°, entonces para cualquier be > 0 se encontrará un rectángulo 
A= (lama lamala nal 
IM—R1<0 <b (8) 


perteneciente a dicho entorno, y existen, además, las funciones continuamente 
diferenciables 


Ma o za), 
y= a (u aa). 
las en su proyección 
a= nasala Irala), 6 
tales que satisfacen las ecuaciones (1) y poscen las propiedades 
R=W eR ap. A e (h p 
En este caso, para (zu 73) € A? 
(to Za Wa Gn aah Va lao 39) € Ae C] 


Las funciones citadas Yi, Pa lus únicas que describon todas las solucio- 
nos de las ecuaciones (1) enel rectángulo A, en otras palabras, si alguno de los 
puntos (zy, Za, ) € A satisface las ecuaciones (0), sus coordenadas están 
Asociadas por las aciones (4). 

De lo que ol jacobiano (2) es distintu de cero en A/% proviene que uno de 
sus elementos no es igual a cero en M°. Sin perturbar ln generalidad considora- 
mos que 


J unes w 


m 


Esto siompre puede obtenerse renumerando fr, Js € y1, Ya, Si soa nocosari 
Por cuanto las derivadas parciales de /a y fa son, por hipótesis, continuas, 
existo, pues, ua entorno suficientemente pequeño del punto Af, en el cual no 


sólo el jacobiano (2 sino también la derivada -SÉL son distintos de cero. 


Mas, en este caso, pora ln primera ccuación en (1), si se examina ésta 
respucto a la función desconocida yy de (21. za, ya), se cumplon las condicio- 
nos del teorema 1” del $ 8.15. Por eso para cualquier bọ existe un rectángulo 


16=(la—2X1<% In—AHl<a Im-4!1<h 
In-AI<v 0<b) (8) 


y una función continuamente diferenciable 
=P AZ Za ya, 

Gu ra yd EMS (la 

la—AH1<a Im 


9 


22-01350 
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que satisface la primera ecuación de (1°) 
h (v Zas Ẹ Er das Ya). ya) 


110) 
donde 
(en To 00 EAL (n Zas Y lo Zas va), va) E Are an 
La función q,es única en el sentido de que cualquier punto (zr, za, y Vi), que 
pertenece a Ay la satisface la primera ecuación de (1°), tiene cuordenadas asoc 
ns por la igualdad (0); en particular, 
R= 964 1: ag 

Observación 2. Cabe notar que en (8) podriamos considerar en la primera 
etapa z =P. Pero en lo sutesivo nos veremos obligados a reducir algo los núme 
osla y B, de una manera que en el caso general, no sen pruporcional. Los núme- 
os a y Breducidos son aptos también para le primera ciepa de los razonamientos 
que actualmente se analizan. 

Así pues, sc ha obtenido la identidad (10) que es válida cualesquiera que 
sean (zis Ys ya) E A? independientes. Pero esta identidad sigue siendo cierta 
un conndo so considera que ya es cualquier función continuamente diferenciable 
Ya = Ya (ft za), dal, no obstante, que 

Cs Ze Ya (0 20) EL. (E) 
Se sabe que hay una infinidad do funciones Ws. Nuestro objetiv consiste en ele- 
gir entre ellas una Junción tal que las funciones 
mag (n Las el M= o 2 
14) 
nei o 2) ) uN 
n idénticamente la segunda ecuución de (1%). La primera ecuación 
ellas ya satisfacen. 
pues susi iuiyamos la función ballada q en la segundo ecuación de (1): 
lla (Zi Zas P (Ens Las Va). p) O (15) 
y buscaremos una función ya de (zy, z4) que satisfaga dicha ecuación. Pongumos 
O (tn žy 9) = fa (ns ze P (i EAS 
La función ® es continuamente diferencrulde para cualesquiera (21. a, 
EM (véase (10). Ella satisface las igualdades ts E 
O CN 
Shepp ipo 
(véase la condición del teorema y (12)). Además 


Do 


a 
En electo, para los puntos (sí, zs, ya) € AY las explicaciones vienen más abajo) 
20 dla 09 1 Ala Ma -Z ES 
ya 0 t aa Na Os 
2h dhe e Sa) j 

Oni ps B Ows | n 

i A 

an A 

Sy TA dk Hao «6 
an ys 
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En la primera igualdad de (16) se ha aplicado la regla referente ala derivada de 
una función compuesta, en la segunda igualdad es menester tomar en considera- 
ción que, de acuerdo con (10), 


CE TES 


Desde luego, consideremos, al escribir las derivadas parciales de /, y fa, quo ellas 
eg calculan en los puntos sy = 7u za = Za a 2 lex, Ze ya), Va = va. En la 
mm 
la 


última relación de (16) se debe tener en cuenta (2) y (7). 

Vemos que el primer miembro de la igualdad (15) satisface todas las con- 
diciones del, teorema 1 del $ 8.5. Por tanto, en el rectángulo At (véase 
so encontrará un rectángulo nuevo, más rei en el caso general, el cual se de- 
signerá nuevamente con Af (véase más arriba la Observación 2) y'so encontrará. 
una función continuamente diferenciable 


da = Ya lo ze 
m DEA (laa la <a), 
(o Tas Wa Gu 10) EAR 
que satisface la ecuación (15): 
ES 
X (zx do a lo a), Pa los 70) 


> fa is Fas Ya o Fad, Pa a 7a) = 0, 
(ar a) EAP, Crin da Wa (ras Ta)) E AR, Pa (f, 29 = A. 
donde cualquier punto (zs. 23: ya) € 3$, que satisface Ja ecuación (15), tjene 
N O RCN Ne es aio N 
verifica también la relacion (véase (11) 
lan as Ya lio zah Pa lana 1) € Ay 


Por consiguiente, queda demostrada la existencia de las funci 
nuamente diferenciables 


conti- 


n= n ah, 

Maa r zado 
que satisfacen ambas ecuaciones (1°) y, además, de un modo tai que 
=h etp, n= p (7, =D. 


} en aean, 


En erte caso 
(en Zas Ya (2i zado Ya (2 20) € Aa an 
popelauer punte (ry, 1) € Ay, que satisfaco las ecuaciones (1°), tiene 
la forma igual a lo indicada en ( 
El paso de A, a A puede realizarse con ayuda de la Observación 1. 
Observación 3. Veamos un método para hallar las derivadas parciales 


HL . Supongamos cumplidas todas las condiciones del teorema 1. Entonces, 
al sustituir las funciones yy = y (2) en (1), obtenemos un sistema de identidades: 
hle, Sa aoar Wa (e) E0, } 


T 48) 
Imt, Ns ld, +++ Vra tal) 0. 


22. 
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Diferenciando cada identidad del sistema (18) por =p como una función 
compuesta, obtenemos 


a9) 


El sistema (19) es lineal respecto de las derivadas desconocidas EL a 


mL (4, -a m) cuyo determinante es el jecobiano 


Dips coo Jad 

"i La) 
D Yman) 
§ 8.18. Aplicaciones 

Sen dado un sistema de funciones continuamente diferenciables 


y= m (a) =p En e h ER GSA nam), (1) 


donde Q es un conjunto abierto de puntos £ = (Zy, + + » Za), Dire- 
mos que el sistema (1) define una aplicación continuamente diferen- 


Dij 


ciable 

y=4x, 2ER, a) 
dol conjunto Q sobro cierto conjuuto 2” de puntos y = (1, + Um)» 
Se escribe Q’ = A (Q) y se denomina Q imagen de Q, y Q so llama 


preimagen (imagen reciproca) de Q (por medio de la aplicación 4). 
A la par con A examinemos otra aplicación continuamento 
diferonciablo B: 


z =p (0) = Ys (Us «+ Uh YEAS A, + 


de un conjunto abierto A de puntos y sobre cierto conjunto de puntos 
z= (zi > - -» 3m). Do esto modo, z = By, y € A. 
Observación. Indiquemos que si a? € Qe yò = Az? € A entonces 
so encontrará, on virtud de la continuidad de A, un entorno Vx 
del punto 2% cuya imagen por medio de A pertenece a A. Reduciendo 
Q, al suponer Q = Vso, llegaremos a que 0 A. 
Si 2 A, podemos considerar una aplicación compuesta con- 
BAz, 2 €Q, definida mediante las 
Pm (1), 7 EQ G «a m). 


m), 


tinuamento diferenciable z 
igualdades z; = y (Pı (2). - - 
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Los jacobianos de las aplicaciones A, B, BA están ligadas por 
las siguientes igualdades de importancia 


D taps rer Zm) E 
Car im) (day 
EN aam) Diggs 000 umd) 
Bys rf Dent 


cuya demostración, como vemos, está basada en el empleo do la 
fórmula para la derivada de una función compuesta y de la regla de 
multiplicación de los determinantes, 

En particular, si B aplica A sobro el conjunto do puntos z € Q, 
es decir, si e = BAz, x € Q,es una aplicación idéntica, entonces, 
debido a qu. su jacobiano es igual a 1. obtendremos la fórmula 


Dcdo. De 0 gd 
1D, md DE EA a 


Supondremos ahora que la aplicación continuamente diferenciuble y = Az, 
que se determina por las igualdades (1), tiene el Jacobiano 

Dip, 

AE 


IDO, zen, 


ier punto 


La propiedad $) alirma sólo la bius junivocidad global 
no existe en general. Por ejemplo, la a 0 de las 


FA 0 arbitrario, es continuamente Jiferenciable y tiene un jacobiano positivo 
igual a p: Aplica lus, puntos (p, 0) (0 > 0 R 
en los puntos (z, y), distintos del punto nulo, de un modo biunívoco local, No 
oberante, aunque a Lodo punto (z, y) le corresponde un único valor de p, hay una 
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Examinemos en el espacio Rẹ noa función u = F (z, y) = 
= at -+ y? Es fácil ver que desde el punto de vista geométrico 
dicha función representa el cuadrado de la distancia entre un punto 
P (z, y) y el origen de coordenadas de un sistema cartesiano (£, y). 
La función no tiene valor máximo en M. Poro, examinada sólo 


para los puntos (z. y) de una elipso C (z, p) = +4 —1=0 
(b > a), se pone claro que alcanza su valor máximo en los puntos 
P, (0. b) y P, = (0, —b) (fig. 103). 
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De este modo, la función u = F (P), examinada en todo el plano 
R,, no tiene valor máximo, pero la misma función adquiere dos 
veces el valor máximo a condición de que el punto P se dispone en 
una elipse. 

Esta situación nos conduce a wn problema en el que se busca un 
extremo de la función a condición de que los argumentos de la fun- 

ción satisfacen ciortas restricciones adicio- 
nales. 

Así pues, sea dada una función 


u = F (P) = F oons ta Vi o Ym) 


den +m variables. Se requiero hallar ol 
extremo de la función F (P) a condición de que las 
variables x,, y están onlazadas por m rela- 
ciones 


Gr (2 
ads w 
Mer 

Fig. 103 que se llaman, corriontemente, ecuaciones 


de enlace. 

El sistema de ecuaciones (1) determina en el espacio R, +m, 0n ol 
caso general, un cierto conjunto que se llamará superficie. 

DEFINICIÓN Diromos que un punto Pè = (at, .. a, h, yh ooo 
+ + a Va), que satisface las ecuaciones (1), os punto de mázimo (mini- 
ino) local condicionado (relativo), at an Rasm 3 un entorno del punto 
PO tal quo YP de este ontorno, que satisfacen las ecuaciones de 
enlace (1), se verifica la desigualdad 


P(P)SF(P) (F (P) > F (P9). 


Un punto de máximo o mínimo local condicionado lleva el 
nombro do extremo local condicionado (relativo). 

En el ejemplo examinado más arriba el punto P% = (0, b) es 
un punto de máximo local condicionado, puesto que para todos 
los puntos P, dispuestos en la elipse, se verifica u (P)< u (Po). 

Aclaremos primero la cuestión sobre las condiciones que son 
necesarias para que P? sea un punto de extremo relativo local. Sea 
P* un punto de extremo condicionado y supongamos que las funcio- 
nes Gs, ..., Gm tienen derivadas parciales continuas. mientras 
que el jacobiano en el entorno de dicho punto 


(2 
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Según so sabe, ol sistoma (1) es resolwblo respecto de las varia- 
bles 1... -. Ym en cierto entorno del punto P%: 


n= Wu.) (=14..., m), 
donde las funciones q, (z, 


entre sf: 
Fl ndo + 
o Pm (Zis y Zad) O (ys + «++ Zn). 8) 
Es evidente que sì F alcanza su extremo condicionado local en 
el punto 2%, entonces @ (7, . . -, 2a) admite en el punto Af = 
= (aù. ,, 29) un extremo local corriente, o bien, como suejo de- 
cirso, extremo local absoluto, y viceversa. 
Pero, en tal caso. de acuerilo con lo que ya sabemos, deben veri- 
ficarse las igualdados 


a 

aasan) 0 hien dO(M?) 2 Sr 0, (4 

doude dz; (i= 4, .... n) son las diferenciales de las variables 
independientes, 

El punto P° y Yee Us + + «+ Und, para el cual so vori- 


fican, en virtud de (1) (o de (3), las igualdades (4), sodenominará 
punto estacionario de la función F en existencia del enlace (1). 

Hemos demostrado lo sixiente: para que un punto P% = (28, +. 
aeoe yl - -s Uh) constituya un extremo condicionado local, es 
hecesario que Po sea el punto estactonario de la función F en existencia 
del enlace (1). 

Nuestros exámenes ulteriores so refieren a la cuestión de cómo 
hallar el punto estacionario mencionado sin resolver ol 
sistema (1) respecto a las variables yy. -s Yme aunque vamos 
a suponer Ja existencia de las funciones f, - -~ Pm: Escribiromos 
(Pos (i)o cn lugar de F (P%), pi (37°). 

Puesto que la forma de una diferencial do primor orden es inva- 
riante. las condiciones (4) son equivalentes a las siguiente 


dom=ar (e= Y (E) du Y (E)n 6 
a E 


$ diferenciales dependientes dys, -.-, dYn que figuran 
on, respectivamente, igualos a: 


donde 
en dF 


dn=3 (2 ), tes (k=4,... Mm). 
= 
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liferencial 


Dichas diferenciales junto com las diferenciales independientes 
dz, ..., dz, están entrelazadas por las relaciones 


dG, 0-3 30%, i), deyt X (E), dn 0 (i=1,....m), (6) 
a E] 


zy on 
las cuales se obtienen de las ecuaciones de enlaco. 
pues, nn punto estacionario de la función F puede ser, además, 
a, en existencia dol enlace (1), como wn punto P? = (e... 
Set Ue... yl), smtisfaciente las ecuaciones (1), tal que 
para ól se vorifican las igualdades (5), cualesquiera” que sean 
dz,» drn, dis » + +1 dym, para las cuales tienen lugar las igual- 
dades (6) 

Tntroduzcamos los vectores (n + m)-dimensionales 

grad ¿G,— grad G; (P) = ( (22 E 


Urn 


zehe e 


(2) 04m, 
gral P= grad F(P0)= 


Ad (> 
da= (dzy, <<, dí, dyis «<<: dm)» 


En el longuaje de estos vectores las conaciones (5) y (6) pueden 
anotarse en términos do los productos escalares 


(grad, de) = 0, 5°) 
(grad,C,, de) = 0 (G=, m). (6) 


Resulta pues que P* = (27, hos Uia) es un punto 
estacionario on existencia del enlace Ay "cuando. y sólo cuando, 
satisface las ecuaciones (1). y, ado de lo que uno de los vectores 
da es ortogonal a los gradientes grad¿C,, - - «) gradyCn se deduce 
que es también ortogonal a gradyF. Pero. en tal caso (las explicacio- 
nes vienen más abajo) existe un Sistema (y, además, único) de núme- 
108 Ans > > s Am Lal que 


grad P = 2, dy grad ¿Gro a) 


La afirmación inversa es también cierta, Si se sabe que gradyF 
puede sor representado, para ciertos números A, . . ., Am. en la 
forma (7), es decir, como una combinación lineal de los gradientes 
gradyGr (le=1,..., m), de aquí proviene directamente que si 
uno de los vectores dz es ortogonal a los gradientes grad¿Cp, será 
automáticamente ortogonal a gradyF. 
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No hay ninguna dificultad en convencerse de la validez de la 
afirmación inversa: do (7) y (6') se desprende que 


(grad oF, dz) = (2) Ma grad Gr, dz) = 
= Y àn (grad Gp, dz)= Y) M '0=0. 
Ea A 

En Jo que se refiero a la afirmación directa, alegaremos un teo- 
rema del álgebra lineal). No obstante, daremos algunas explicacio- 
nes. 

Sea L un subespacio lineal Rasm tendido sobre los vectores 
gradG; Y = 1, .... m), es decir, un conjunto do combinaciones 
Jineales de la forma (7) correspondientes a toda claso de sistemas de 
númoros dy, . . -. Am: Introduzcamos un subespacio L’ de vectores 
dz, ortogonal a L, es decir, L’ se compone de todos los vectores dz 
ortogonales a L. o bien, que es igual, ortogonales a los vectores 
grado G; (J = 1, +... m), Si") L’ cs ortogonal a L, entonces, vico- 
versa, É es ortogonal a £*, es decir. L consta de todos los voctores 
ortogonales a L’. De conformidad con lo dicho anteriormente. e 
un punto estacionario P* cl gradiente de F cs ortogonal a Lodos los 
vectores dz ortogonales n los gradientes Gy, os decir, el gradiente de F 
ortogonal a 4. Pero acuerdo con ol teorema citado, el 
gradiente de # pertenece a L, y, de este modo, ropresenta cierta 
combinación lincal de gradientes G; y es ésta una combinación lineal 
única, puesto que los gradientes G, Y =4, .... m) forman en 
Rom un sistema lineal independiente, El hecho es que la matriz 
formada de las derivadas parciales de las funciones Gy 


Sin 
J0, e 


m en ol entorno del punto P9, puesto quo supusimos ciorta 
n (2); mas, en este caso, las filas do esta matriz determi- 
nan los vectores (gradientes) que forman nn sistema lineal indepen- 
ales). 

De lo dicho se infiere que un punto estacionario de la función F 
sor dofinido, además (en existencia del enlace (1)), del modo 
onte: es tal punto PO = (33, -à n. Ahi Y9. + > «s Yin), Satisfaciente 


nuestro libro «Matemáticas superiores, Elementos del álgebro 

geometría analiti (8, teoremas 1, 2 y el corolario 1. 
teorema 4 $ 49 del mismo libro. 

3) Véase $ 13 del libro citado. 
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las condiciones (1), para el cual el gradiente de F es una combinación 
lineal de gradientes G; G=4. -~ m) 


grad aP =X) hygrod «Gy. 


Podemos también decir así: para que un punto 
Po m (a, o no A + Yn) 


sea estacionario para la función P en existencia del enlace(1). es necesa- 
rio y suficiente que para dicho punto ezistan los mimeros by, + + <+ Ams 
para los cuales se verifica la igualdad (1) 

Por cuanto el rango de la matriz (8) en el punto P? es m, a todo 
punto estacionario le corresponde un único sistema de números 
A. >», Ams para los cuales tieno lugar la igualdad (7). La igualdad 
(H) es equivalente a la siguient 


grado -y 2,/6,1=0. (9) 
La función que interviene bajo el signo de gradiente en (9) 
L(P, 2) P (P) =R MGP). h= (hi, +++: Amh 


leva ol nombre de Lagrange, y los números Àj se denominan factores 
de Lagrange. 
Escribamos las condiciones (9) en la forma desarrollada: 


ZE MO od | 

a 
a (9) 

220 (kmi, ... M) | 

$ J 


El problema de buscar los puntos estacionarios de F en existen- 
cia dol enlace (1) se ha reducido a Ja resolución de un sistema com- 
puesto por las ecuaciones (1) y (9). 

Resumimos lo dicho más arriba. 

Para hallar el punto estacionario 


P? = (o o + Un) 
de la función F en existencia del enlace, se debo formar una función 
de Lagrange y un sistema de ecuaciones (9) y resolver dicho sistema 


en conjunto con las ecuaciones de enlace (1). Habrá eu total n + 2m 
ecuaciones con n + 2m incógnitas ty, + +=, Zas Yir >> e Umi ho +++ 


$ 8:19. Extremo condicionado Ed] 


m m del sistema respecto de z; o y; dará un punto 
a . + yh) el cual será estacionario, Los puntos de 
extremo condicionado local se encuentran entre los puntos estacio- 
narios. La resolución del problema de si el punto estacionario P? 
es, de hecho, un punto de extremo condicionado, resulta más cómoda 
al oxaminar la sogunda diferencial de la función de Lagrange. Al 
determinar el signo de dL (P*, 7), so debe tomar en cuenta que las 
diferenciales dy, dependen de las dry. 

EJEMPLO, Sea dada en ol plano xOy una figura limitada por los 
ejes de coordenadas y una parábola y + 1° — 3 = 0 (05 z< V8). 
Inscríbase en esta figura un rectángulo, cuyos 
lados son paralelos a los ejes coordenados y uno 
de sus vértices Af = (z. y) se dispone en la 
parábola citada, de un modo tal que ol área 
del rectángulo sea máxima (fig. 104) 

Resolución, Sean z « y las coordonadas del 
vértice M. El árva dol rectángulo será S = xy. 
Luego, como el punto M se dispone en la pará- 
bola, sus coordenadas han de satisfacer la ecua- 
ción de la parábola: y + 3° — 3 = 0. De oste 
modo, hay quo analizar el extremo condicionado 


de la función S = zy en existoncia del enlace Fig, 104 
y + a°— 3 =0. Formemos la función de 
Lagrongo Liz, y, A) = = ry — A (y + aè — 3). Mallemos los 
puntos estacionarios partiendo do las ecuaciones 

sy- n=O, 

riz), 

7 
yrr —3=0. 


Resolviendo este sistema, encontramos que z = 1, y = 2, å = 4. 
De este modo, el punto (1, 2) es estacionario y le corresponde un 
factor de Lagrange A = f. Investiguemos en el punto estacionario 
la segunda diferencial de Lagrange 


Lian 1) = zy — 


= 43. 


Tenemos 

ËL (z, y, 4) = Lia de + 2Lzdz dy +Lia dy? = 2dx(dy — de). 
Si dz y dy se consideran como diferenciales de las variables inde- 
pondientes, entonces dl (r, y, 1) no está definida por su signo. 


No obstante, de Ja ecuación de enlace se ve que dy = —2z de, y en 
el punto (1, 2) dy = —2z. De este modo, 


BL (1, 2, 1) = —6d <0 (dz +0), 
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y, por consiguiente, el incremento de la función L (£, y, 2) en el 
punto æ = 1, y A = 1, correspondiente al incremento de z, 
igual a dz s40. es también inferior a cero (AL (1, 2, 1) < 0). 
Quiere decic, la función S = ay tiene en el punto (1, 2) un mási 
condicionado local, puesto que en la parábola y +23 = 0 
se lieno AS = AL. 

Así, pues, de todos lo: 
área Lione nn rectángulo cuyos lados sou OA 


Capítulo 9 
Series 


$ 9.1. Concepto de serie 
Una expresión 
to + i + ug Hoea (Mm 


donde los números uz (términos de la serle), que son en el caso general 
complejos, dependen de los Índices k = Ô, 1, 2, , Se donomina 
serie, A esta expresión no so le ha asignado ningún número, puesto 
que la adición de un número infinito de sumandos no tiene sentido, 
La serio (1) so anota también en la siguiento forma: 


TS e 


Esta notación puramente formal resulta a menudo más cómoda quo 
la forma (1). 
Los números 


Seut +. +un (1=0,4,...) 


Iovan ol nombre de n-ésimas sumas parciales de la serie (1). 
Por definición, la serie (1) converge, si existe un límite 


lim S, = S. 
En este caso se escribe 
S=up tu +4... Y, Un (3) 


Ko 


y $ se llama suma de la serie, es decir, a las oxpresiones (1) ó (2) so 
jes asigna ol número S. Suele decirse, además, que la seric (3) con- 
verge hacia S. 

Observación, La igualdad lim S, = S, donde $, son complejos, 


se define igual que para los números roales S,, S, es decir, ella sig- 
nifica que Ve >0, 3N: | S, — S | < r, Yn >N.Aquí|S, —S | 
os el módulo de la diferencia entre dos númoros complejos Sn, $. 
Para las variables complejas se demuestra, sumamente igual que 
para las variables reales, que el límite de una suma, una diferencia, 
un producto y un cociente de las variables tn, v, cs igual a la suma, 
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la diferencia, el producto y el cociente, respectivamente, de los 
límites de estas variables, haciéndose una especificación corriente 
para el caso de un cociente (lim v, =+ 0) 

En virtud del criterio de Cauchy (válido también para una suco- 
sión de números complejos). para que la serie (1) converja, es necesario 
y suficiente que para cualquier e > 0 exista un N tal que se cumpla la 
desigualdad 


lupas d+ «Eng |= | Snir — Sa 1< e, 


cualesquiera que sean n >N y p naturales. 


De aquí proviene en particular (suponiendo p = 1) que si la 
serie (1) converge, su término general londe a cero: 
lím u, = 0. 4) 


Pero la condición (4), aunque es necesario, no será suficiente 
para la convergencia de la serie, lo que veremos de los ejemplos a so- 
guir. 

Veamos una serio más 


Upa -È iee 6) 


Por enanto el criterio de Caucby para la convergencia do las se- 
ries (1) y (5) so enuncia sumamente igual, éstas convergen simultánea- 
mente o bion divergen (no convergen) simultáneamente. Si dichas 
sorios convergen, Ja suma de la serio (5) es igual a 


tens = lim (Srrm— 
La serio (5) se lama resto o término residual de la serie (1). 

Si los términos de la serie (1) son no negativos (y, de esto modo, 
reales), sus sumas parciales forman una Sucesión no decreciente 
Sa S< Sa... razón por la cual, siondo la sucesión citada aco- 
tada, 


SEM (M=1,2...) 
je converge y su suma satisfaco la desigualdad 
lim S,+S<M. 


la 


Si, en cambio, no está acotada, la serio diverge: 


lím S,=00. 
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En este caso suele escribirse 
$ 
“w; 
Da 
emmo La suma parcial de la serie 


A (6) 


es igual, para z1, a Sn ()=(1(— 22). Si J3 1< 1, 
entonces | 3*1 | = |z [™} y 3 —> O (n— 00), Do este modo, la 
seric (6) converge y tiene la suma igual a (1 — 2)”* en el círculo abierto 
12 |< 1. En cambio, si | z | > 1, la serie (6) será divergente, puesto 
que en este caso su término general, cuyo módulo no ėš-inferior-a la 
unidad (| 2" [> 1), no tiende a cero cuando n=» 00. 


$ 9.2. Integral impropia 
y una serie 


Veamos una integral 


f(x) dz, a) 


que tiene en el punto b wna única singularidad. Sea 
ae=b<b<b<...<b, bab. 
Podemos, entonces, doterminar la si 


e e» ~ bapa 
| ftyaz+ \ fladet... Y) | (da) (2 
% e EA 


cuyo k-ésimo término es igual a 
Per 
u= | Jdr. 
En 
TROREMA 1. Si la serie (1) converge, será convergente también 
la serie (2) y se verifica la igualdad 


b her 
| 1) dz) | faz. (3) 
i o i 
En ofocto, 
Drs bngs 


lím Y 
y 


i f 
paga l 1äz= | faz. 
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Si f no os negativa en la, b), entonces, viceversa, de la conver- 
gencia de la serie (2) proviene la convergencia de la integral (1). Efoc- 
tivamente, supongamos que la serie convorgo y tiene la suma igual 
a S. Para todo b', donde a < b' < b, puede indicarse tal n = 
= n (b') que Va >n’, b'<b,. Por eso, teniendo presente que 
1()>0, 

er ba e 

[rai fdr=3) | fars, 

5 5 ko by 
es decir, la integral en el primer miembro está acotada y, por ende, 
la integral impropia (1) existe. Mas on este caso, se verifica la igual- 
dad (3), según lo demostrado anteriormente. 

Si la función f no conserva su signo en la, b), entonces de la con- 
vorgeucia de la serie (2) no proviene en general la convergencia de 


la integral, 
Por ejemplo, la serio 
e ana - 
D ) snzdr=5 0-0 
o ia 0 


es convergente, mientras que la integral | son x dz diverge, puesto 
3 


que la función de z 
| sen tdt == 1—cosz 
è 


no tiende a un límite cuando z — o0. 
TEOREMA 2 Si una función f (x) >Ô es continua y no crece en 
[0, 00), la integral 


Í Herdz (3) 


y la serie 


0) 


D IODD 
FS 


son convergentes o no lo son simultáneamente. 
Demostración. Tienen lugar las desigualdades 
ml 


AS f jaaz<iik) (k=0, A, 
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Sumúndolas según k, obtenemos 
nes ` ati ` 


Dres Diks f f (2) (dz) < J) f (k). 
1 o g o 


De aquí, al tomar en consideración que todos los miembros en estas 
relaciones no decrecen monótonamente al crecer n, se deduce la 
afirmación del teorema. 

Del teoroma demostrado se desprende que una serie 


4 4 
ARA (5) 
converge para œ > 1 y diverge para q< 1, puesto que la función 


4/(1 + x)” es continua cuando æ > 0 y decrece monótonamente en 
10, œ), con la particularidad de que 


[e |<% (a>1), 
Jarm =% (agi). 
La serio (5) puede servir (para 0< a< 1) de ejemplo deuna 
sorie divergonte provista de un término general (u, = 17%) que 
tiende a cero. 


En el caso en que a < 0 vemos inmediatamente que la serie (5) 
diverge (el término general no tiende a cero). 


$ 9.3. Operaciones con las series 
Si las series Dun, Y) v, convergen y a es un número, entonces 
DN 


las series D) aun $ (ur 01) también convergen y 
T 


Yu = 0 Jin a) 
PICEO un Ls. e) 
y y 
Efectivamente, 
$ an= Y au, -alim mea us 
pa bat a 


Y (ur t va) = lim 2 (ua +0) = 


F a» 


lim ua + lím D n= Di D vre 


23—01380 
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Subrayemos que la convergencia de la serie que figura a la iz- 
quierda en (2) no implica ni mucho menos que converge cada una de 
las series que figuran a la derecha en (2). Por ejemplo, la serie 

d—D+1=D+... B 
converge (sus términos son todos iguales a cero), pero la expresión 
2 1 —Y 1 no tiene sentido, pues, las series que la integran son 

5 


divergentes. 
Si una serio 
Ulla (4) 
converge y tiene la suma $, sus términos pueden agruparse de un 
modo cualquiera (sin permutarlos) y encerrarse entre paréntesis 
así, por ejemplo: 
Ug + (us + ta) + (Us + t UA 


formando una serie nueva cuyos términos son iguales a las sumas do 
números puestos entre paréntesis. La serie nueva será convergente 
y, además, hacia S, puesto que sus sumas parciales forman la sub- 
Sucesión de una sucesión convergente de sumas parcialos de la serio 


ícito suprimir paréntesis en la serie cuando se 
trata de un caso go por ejemplo, después de abrir los parénto- 
sis en la serio convergento (3) se obtiene una serie divergente 
1— 1+1 — .... No obstante, si entre paréntesis figuran siom- 
pre sólo los números no negativos o no positivos, entonces la su- 
Presión de paréntesis en tal serie no altera la convergencia de la 
serio ni el valor de su suma. 


$ 9.4. Series de términos 
no negativos 
TEOREMA 1 (CRITERIO DE COMPARACION DE LAS SERIES). Sean dadas 
dos series de términos no negativos: 


1 2 y 2 2 Var 
a) Si u£ va (k = 0, 4, . . .), la convergencia de la serie 2) no 
significa la convergencia de la serie 1), mientras que la divergencia de 
da serie 1) implica la divergencia de la serie 2). 
) Si 
A 

lim J =4>0, (1) 

entonces las series 1) y 2) convergen y divergen simultáneamente. 
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Demostración. Supongamos que la serie 2) converge y $ es su 
suma. En este caso 


dh 


MS Žans (n=0,1,. 


es decir, las sumas parciales de la serie 1) están acotadas y la serie 1) 
converge. Su suma S” satisface la desigualdad S'< S. 

Supongamos ahora que la serie 1) diverge: entonces (véase el 
$ 9.4) su suma parcial crece indefinidamente junto con n, lo que, 
en virtud de la desigualdad 


Ju<jn (n=0, 1, ...), 


implica el crecimiento ili do de las sumas parciales de la 
sorie 2), es decir, la divergencia de la última. Con esto queda de- 
mostrada la afirmación a). 

Ahora admitamos que tiene lugar (1). Profijomos un número po- 
sitivo e que satisfaga la desigualdad A — e >0. De (1) se deducen 
las desigualdades 


A—e< <d+e k>N, 
lícitas para N suficientemente grande, o las desigualdades 

(A — e) va < us < (A + 8) la k>N. (2) 

Si la serie 2) es convergente, lo será también la serio 


A (4+8)0 y, en virtud de la segunda desiguadad en (2), 


converge la serio y lay Y, Por tanto, la serie 1). Viceversa, 
EN 


la convergencia de la serie 1) lleva consigo la convergencia de la 


serio Y (4—e) Un, y Por tanto, la convergencia de la serie 2). 
tfh 


Análogamente se demuestra que de la divergencia de una serio 
proviene la divergencia de Ja otra serie. Con esto quoda demostrada 
la afirmación b). 

TEOREMA 2 (CRITERIOS DE D'ALEMBERT). Sea dada una serie con 
términos positivos 


D 8) 


1) D'Alembert J. (1717—1783), un matemático francés. 
239 
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a) Si 


AS 10) 


la serie (3) será convergente; en cambio, si 


2u>1 (k=0,1, 2, 6) 
la serie será divergente. 
b) Si 
mm 
rd (6) 
la serie (3) converge para q< 1, y diverge para q > 1. 
Demostración. Tenemos 
e (n=0,1, 2, (7) 


por eso, de (4) so infiere que 
UnL ug 9<t(m=0,1, .. 


y, como la serie È ueg" converge, junto con ella converge también 


la serie (3). De (5) se deduce que un > us (n = 0, 1, 2, . .-) 
> o, entonces la serie (3) divorge (el término gono 
a cero). 

“Ahora, si se cumple la propiedad (6) y g < 1, entonces para un 
e positivo tal que g + € < 1 se tiene ua + /un < q + e < 1 (kœ N), 
donde N es suficientomente grande. En virtud del criterio (4), en 


tal caso la serie X) uz será convergente, y junto con ésta será convor- 
rgen 


gonte también la serie (3). 
Do la propiedad (6) se infiore para q >1 que tspilur > 1 
(> N), cuando Nes suficientemente grande y, en estas condicio- 


nes, debido.al criterio (5), la serie Yu diverge y junto con olla di- 


verge también la serio (3). 
TEOREMA 3 (CRITERIOS DE CAUCHY). Sea dada una serie (3) con tér- 
minos positivos. 


a) Si 
Vu <g<t (k=0, 1, (8) 
a serie (8) será convergente; en cambio, si 
Vu>t (k=0, 4, .. (9) 


la serie (3) diverge. 
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b) Si 


lim Vu, =0, (10) 
e 


la serte (3) converge para q < 1, y diverge para q > 1. 
e) Si 
im yu =g, (11) 


la serie (3) converge para q < 1, y diverge para q > 1. 
Demostración. De la desigualdad (8) se deduce que ux < 9" (9 < 1, 


k= 0,1, . . .), y, puesto que en este caso la serie 2) q” converge, 


será convorgente también la serie (3). De la desigualdad (9) se despren- 
de que u, >1 (k = 0, 1, , es decir, no se cumple la condición 
necesaria para la convergencia, por lo cual la serie (3) será divergente, 
Luego, de la propiedad (10) so deduce, para q < 1, que 
Ya <a+e<t (k>N) (12) 
para N suficientemente grande, de donde 
ucte k> N) 


y, como la serio X) (q + e)" converge, será convergente también la 


serie (3). De la propiedad (10) se 


desprende, para q> 1, que Vmr > 1, es decir, u, >1 (k> N) 

jara V suficientemente grande, de dondo proviene la divergencia de 
ja serio (3). 

De la propiedad (11) (al igual que de la propiedad (10)), para 
g< 1, desprende (12), de dondo, de acuerdo con lo demostrado, se 
desprende la convergencia do la serie (3). 

Por fin, supongamos que se cumple la propiedad (11) para g > 1. 

Elijamos un número finito q, de un modo tal que sea 1< gı < 
< q. Debido a la propiedad del límite superior (véase el $ 2,10), 
existe una subsucesión k, < ka .. . tal que 


Va>a>1 (61,2, ...). 


serie Ji un y. junto con ésta, 1 


es decir, 
un > e 
Mas, en este caso, lím un, = co, y la serio (3) diverge. 


Observación. Una serie cuyo término general es un = 172 (« > 0) 
converge para æ > Í, y diverge para «< 1 (véase el $ 9.2, ©). 
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Además, en ambos casos 


lim is 4, (13) 


lo mismo que 
(14) 


De oste modo, existen unas series tanto convergentes, como diver- 
gentes con los criterios (13) y (14). 


Una serie 1 4-4 +$+ -.. se denomina armónica (es diver- 
gento, véaso el $ 9,2, (5)). 


EMPLOS, 
DEF 293 %0>0. 3 Ji). 
a S T 
4 Dm(+4) 53307 (0>0. 
f : 


La serio 1) converge Vz>> 0. Cuando z = 0, esto es evidente, y 
para =>0 dicha afirmación proviene de "lo que umur = 
= z/(k f 1)— 0, k— œ. Más aún, sabemos que esta sorie es do 
Taylor para la función e* y converge Vz hacia una suma igual a ¢*. 

Entro tanto, la serie 2) converge cuando 0< z < 1, y divergo 
cuando zœ 1, puesto que, siendo x >O, para esta z se tiene 
npin = z (kl (k41) z, koo; véase la observación 
anterior para el caso z = 1. Él caso de z = 0 es trivial, 

Las series 3) y 4) divergen en virtud del teorema 1 del $ 9.4, puesto 
que e — 1a Uk-=00) y In (1 + (1/k)) œ 1/k (k > 00) (ur 
es ol signo de igualdad asintótica, véanse los $ 3.9, $ 3.10), y la serio 


armónica Pigi diverge. 

La serie 5) converge para O< q < 1 y diverge para q > 1, puesto 
que para ella Vm, = gt+UMV® q (k— o). Cuando g= 1, la 
sorio divorgo también: el término general do la sorie en este caso 
es igual a la unidad. 

TEOREMA 4. Supongamos que una serie de términos no negativos 
ug + i Hugt on (15) 


converge y su suma es igual a S. Entonces, una serie nueva (enumerada 
de nuevo), obtenida como resultado de la permutación arbitraria de sus 
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términos, 
UU UA (16) 
también converge y tiene la misma suma S. 
Demostración, Sea 


Su ++... Fu 


una suma parcial de la serie (16). Los términos de esta suma tienen 
los índices ko, kn como términos de la serie original (15). Sea 
N el número máximo entre ellos y sea Sy la N-ésima suma parcial 
de la serie (15). Es evidente que $4 < Sy < S, y, como n es natural, 
Ja serie (16) es convergente y tione la suma S” < S. Ahora, cambian- 
do do lugar las series (15) y (16), podemos repetir los razonamientos 
aducidos y obtener que S< S’. Por eso, S = S’. 


$ 9.5. Serie de Leibniz 


Una serie del tipo 
a — a, +a — a + “ 
donde los números a, > Ù tiendon a cero, decreciendo monótona- 
mente (a> ap+15 ar —0, k— o0), lleva el nombre de Leibniz. 
Probemos que la serie de Leibniz converge y que su suma S < ag. 
En efecto, su suma parcial San+ı, donde 2n +1 es un número 
impar, puedo ser escrita en la forma 


Santi = lo — (2, — ta) — (4444) +++ 


++ — (üni — an) — Canos 
de donde, evidentemento, sigue que está acotada superiormente por 
el número ag: 

Sanri É to- 
Por otra parte, la misma suma puede tener por expresión 
Santa = (Go — 41) + (ag — 03) «+ + (lan — tinn), 
de donde se infiore que ella no decrece monótonamente, Mas, en 
este caso existe un límite lím San+; = S< a. Es obvio también 
que E 
lim Sa = lim (Santi 02911) =$ 0=8. 


El teorema está demostrado. 
empto. La serie 1— $44... es, evidentemente, 


una serie de Leibniz. De este modo, ella converge y su suma $ no 
sobrepasa 1 (efectivamente, S = In 2, véase el $ 4.16, p. 4). 
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$ 9.6. Series absolutamente 


convergentes 
Una serie de términos complojos 
mtm tat. (1) 


so denomina absolutamente convergente, siempre que converge la 
serie compuesta por los módnlos de sus términos 


luo |+ lu |+ lu lt... (0) 


Toda serie absolutamente convergente siempre converge. 

En efecto, supongamos que la serie (1) converge absolutamente; 
entonces, converge la serie (2) y, en virtud del criterio de Cauchy, 
existe, para cualquier € >0, tal N que e> |innl t... 
. +. + [np |, cualesquiera que sean p y n>N. Con mayor 
razón, en esle caso, € > | Un4 + + ln +p |, por lo cual la 
serie (1) es convergente en virtud del criterio de Cauchy. 

Las series convergentes de términos no negativos convergen ab- 


solutamento do un modo trivial. La serie 1-ta +++ 


+ +. (> 0) converge, puesto que es una serie de Leibniz. No obs- 
lante, dicha sorie converge absolutamente sólo cuando æ > 1. 
TEOREMA. Si una serie es absolutamente convergente, entonces, 
cualquiera que sea la permutación de sus términos, la convergencia de 
la nueva serie obtenida no se altera y su suma queda la misma. 
Demostración. Demostromos el teorema primero para el caso 
en que los términos de la serie u, Son números reales, 
Pongamos (para u, reales) 


O | | um Si LO, 
si=| 0 siu4<0 “=f O, si m>0; 
los números ul y uz son, obviamente, no negativos y 
u, = uf — ur. (4) 
Consideremos, a la par con la serie (1), dos series (de términos 
no negativos) 


8) 


Jua y Jua (5) 

Sea la serie (1) absolutamente convergente y admitamos que sus 

términos son los números reales up. Entonces, las series (5) son 

también convergentes, puesto que, evidentemente, uł | ua |, 
US | ua le 

Supongamos que una serie, obtenida como resultado de permutar 

la serio de partida (1), tiene la forma vı + v: + va + Intro- 
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duzcamos para sns términos (como se ha hecho para la serie (1)) 
los números uf y us. Entonces (las explicaciones vienen más abajo) 


2 2-3 (4) =2 u—Qu- 
6-30 


La primera igualdad de esta cadena se deduco de (4); la segund: 
del $ 9,3, si se toma en consideración que las series (5) converge: 
la tercera igualdad se desprende de lo que las serios convergentes do: 
términos no negativos son permutables, la cuarta del $ 9.3 (2), y, 
or fin, la quinta igualdad se verifica, puesto que va = vh — ti- 
'l teorema queda demostrado para uz reales. 
Sean ahora u, = œn - (fa unos números complejos y suponga- 
mos que v, tienen el mismo sentido que antes. Por cuanto | 4%, |< 
S ua h Bal | un |, entonces las series (do términos reales) 


È on y Èp convorgen absolutamente y sus términos pueden per- 


mutarso, lo quo acabamos de demostrar. Por ello, considerando que 
va = Ya + iðn, obtenemos 


nara 


nd i= Sin tiie Èv 
y T y 


El teorema quoda completamente demostrado, 


$ 9.7. Series de términos reales 
que convergen 
condicionalmenie 
e incondicionalmente 


Ya sabemos (do lo expuesto cn el párrafo antecedente) que una 
serie absolutamente convergento do términos reales o complejos 
queda, permutados sus tórminos, absolutamente convergente, con- 
servando, además, la misma su 

Resulta que dicha propiedad de conservar inalterable la suma, 
después de la permutación de los términos, es propia sólo para las 
series absolutamente convergentes. 

Veamos una serie de términos reales 


us tutut... a» 
que es convergente, pero no absolutamente. 
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Se puede demostrar que, cualquiera que sea el número S, finito 
0 infinito, es decir, un número que satisfaga las desigualdades 
—0< S< + œ, existe tal permutación de términos en la serie 
(1) que, siendo realizada, se obtiene una serie convergente lacia S. 

Llamemos una serie convergente incondicionalmente, si, cual- 
quiera que sea la permutación de sus términos, queda convergente 
y, además, hacia la misma suma S. En cambio, si una serie es con- 
vergente y existe una permutación de sus términos tal que, realiza- 
da dicha permutación, la serie deja de ser convergente o será conver- 
gente hacia alguna otra suma, se llamará ésta condicionalmente con- 
vergente. 

De lo dicho más arriba proviene: para que una serie sea absolu- 
tamente convergente, es necesario y suficiente que sea incondicional- 
mente convergente. 

He aquí una observación más. Sea dada una serie (1) de números 
reales que es convergente, pero no absolutamente. En la serie (1) 
hay una infinidad de términos positivos y negativos y, evidente- 
mente, éstos forman por separado las series divergentes (de lo con- 
trario la serie de partida sería absolutamente convergente). 


$ 9.8. Sucesiones y series de funciones. 
Convergencia uniforme 


Examinemos una sucesión de funciones (fy (2)) definidas en 
«cierto conjunto de puntos z = (z, . ... za) de un espacio n-dimen- 
sional. Dichas funciones pueden tomar valores complejos (/, (4) = 
= an (2) + (fa (2). Supongamos, además, que z representa los 
puntos complejos (z = E + in) que recorren un cierto conjunto Æ 
de puntos de un plano complejo; entonces fa (z) son las funciones de 
una variable compleja z. 

Supongamos que para todo valor z € Æ la sucesión (fa (1)} tien- 
de al número f (x) (ana función de 2). 

Por definición, la sucesión fa (z) converge (tiende) hacia f (x) unt- 
Jormemente en-E, siempre que existe una sucesión de números no 
negativos pn (que no dependen de z), convergente hacia cero, tal que 


116) —f (2) 1< Pa WEE. a) 


Esta definición es equivalente a la siguiente: para cualquior 
2> 0 existe tal M que con n > N se verifica 


IiE) — in (a) i< e Vz EE. 


Efootivamente, si se cumple la primera definición, se encontrará 
para cualquier e >0 tal N que 


E> p> lf) hh WEE, 
AÑ 
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es decir, 
e> lf he)l VzEE, n>N. (2) 


Viceversa, de acuerdo con la sogunda definición, para todo 
8 >0 se encontrará tal N que se cumple (2). Entonces 


o MS n>N. (0) 


Vemos, pues, que los números no negativos Pa no dependen de 
a, y |} (2) — fn (2) 1< Pas Pa 0, es decir, se cumple la primera 
definición. 

En la primera definición podemos tomar a título de p, la cota 
superior exacta 


sup |f (2) — fa (1) | = Pa- 

xE 

Si ésta tiende a coro para n — 00 (9 — 0), entonces fn (x) tiende 
a J (2) uniformemente en Æ, y si no tiende, entonces, de una manera 
no uniforme. 

Podemos ofrecer también la tercera definición de convergencia 
uniforme (en términos del criterio de Cauchy): una sucesión {fn (2)) 
converje uniformemente en Ë. si para cualquier e > 0 existo tal N 
que se cumple la desigualdad 


lfasp (2) — In (7) 1<e. (4) 


cualesquiera que sean n > N y p >O. y para todo z € E. 

De lo que la sucesión converge uniformemente en el sentido de 
la sogunda definición se deduce que para cualquior e >0 existe 
tal N que con n > N y p cualquiera se cumple la desigualdad 


Uno (2) — fn (2) IS Uan (2) 1 (2) 1+ 17 (2) —/a (2) 1< 
<2e, VIEE, 


es decir, se cumple la tercera definición. Por otra parte, supongamos 
que se cumplen todas las condiciones de la tercera definición; en- 
tonces, para todo valor separado de z € £ se cumple, evidentemente, 
el criterio corriente de Cauchy de convergencia de la sucesión, por 
lo cual olla converge hacia cierta función f (z). Prefijemos ahora 
e > Ù y elijamos M de una manera empleada en la tercera definición. 
En la desigualdad (4), donde n > N os fijo, pasemos al límite para 
p— 0; obtenemos por resultado |f (z) — fa (z) |< e (+ € E), 
de donde 


Pn=sup |f (2) — a13) 1<e, 


y. como n > N puede elegirse cualquiera, entonces pn — Ô (n — œ), 
es decir, queda cumplida la primera definición. 
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Expondromos en un sistema cartesiano de coordenadas la gráfica 
do una función y = f (2) (función límite), la cual consideramos con- 
tinua en el segmento la, b] (fig. 105). Prefijemos e > 0 y determino- 
mos una e-franja de espesor 2e que contiene ensí la gráfica, Un pun- 
to arbitrario de la e-franja con Ja abscisa z € [a, b] tiene la ordenada 
y quo satisfaco las desigualdades 


t) e<y <i ir) + e 


Si la sucesión de funciones {fn (z)} tiende a / (z) uniforme- 
mente en la, b), entonces partiendo de e >0 prefijado, podemos 
indicar tal Y que para cualquier n >M Ía gráfica de y = fn (2) 
resulte dentro de la e-franja. Si, en 
cambio, falz) tiendo a 1 de 'una 
manera no uniformeen la, b), entonces, 
aunque para cada valor de x la suce- 
sión falz) tiende hacia f (2), no es 
posible, sin embargo indicar, Ve > 0, 
tal Y que para cada n >N todas las 
gráficas y = fn (z) queden dentro de 
la e-franja (véase más abajo el ejem- 
plo 3). 

No es difícil ver que si æ os un 
número, y {fa (2), (qx (2)) son dos 
sucesiones de funciones, convergentes 
uniformemente en E, entonces las 

Fig. 105 sucesiones (2/4 (2)) y {fn (2) = qn (2) 

convergen también uniformemente 

en E. Tampoco es difícil ver que si una sucesión do funciones es 

uniformemente convergente en én uniformemente 

convergente en £'< Æ. La afirmación inversa no es, en el caso 
general, cierta. 

Indiquemos que a toda sucesión de funciones {fa (2)) Je corres- 
pondo una serie 


Lo (2) + bh (2) — fo (21 + la (4 H ooa 


cuyas n-ésimas sumas parciales son iguales a f, (z), rospoctivamente. 
Ahora, sea dada una serie 


to (2) + i (2) + ua (+... (5) 


cuyos términos son, en general, funciones complejas de x € E, 
donde E es, como antes, un cierto conjunto de puntos «dle un espacio 
n-dimensional o de un plano complejo. 

Por definición, la serte (5) converge uniformemente en el conjunto 
E hacia la función S (z), si la sucesión (Sa 9 de sus sumas par- 
ciales converge uniformemente en Æ hacia $ (2). 
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En particular, la definición de convergencia uniforme de la 
serie puede, evidentemente, enunciarse del modo siguiente: la 
serie (5) converge uniformemente en el conjunto Æ, si para todo 
2 > 0 oxiste un N tal que para n > N y p > O se verifica la desi- 
gualdad 
lunsa (2) + 

cualquiera que sea z € E. 

El teorema que sigue proporciona un criterio importante para 
la convergencia uniforme de una serie 

TEOREMA 1 (DE WEIERSTRASS) Si los términos de la serte (5) satis- 
Jacen las desigualdades 


lu (z) <a k=O, 4...) (6) 


donde x € E, y a son unos números (que no dependen de x), y si una 
serie formada de los términos an, converge, entonces la serie (5) converge 
en el conjunto E absoluta y uniformemente. 

En efecto, la convergencia de una serie formada por los Lórmi- 
nos xy y las desigualdades (6) nos hacen concluir que para todo 
e > 0'se encontrará un N tal que, siendo n >N y p >O cuales- 
quiera y zE É arbitrario, tenemos 


>ant. Hanm 
> funs (2) 14 + ln (2) |> ta O) + ++ 
see + ungn (3) h 


y osto significa precisamente que la secie (5) es uniformemente con- 
vergente en Æ. Su convergencia absoluta es evidento. 

Teoncma è St una sucesión de funciones {fa (x)} converge unifor- 
memente en un conjunto E hacia la función f y si fa son continuas en 
un punto z” (respecto de E), entonces f será también continua en x°, 

n el lenguaje de las serios este teorema dico: la suma de una 
serie (uniformemente convergente en E) de funciones continuas en 
el punto 1% € E es una función continua en el punto citado”). 

Demostración. Prefijemos + > 0 y elijamos un N natural de 
modo tal que sea |f (2) — fx (2) | < 6/3 para cualquier z € Æ, lo 
que es factible debido a la convergencia uniforme do f, hacia f. Te- 
nemos: 


16 —1 (0) 1< 14 (2) fn E) 14 le (e) i (0) 1+ 
+ li) — 10 1<2 + lr) —1 01 (0 


para cualquier punto z € E. Pero la función f y es continva en 2” y 
se puede indicar tal ó >0 que |fx (2) — fx (2%) | < el3 para to- 


+ uatr (3) |< e, 


1) Véase la observación en el $ 9.12, 
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dos los z € E tales que | z — z” | < 8; por eso, de (7) se deduce que 
para tales z se verifica 


ORGIE 
y el teorema queda demostrado. 
esemeLo + Una serie 
1+ (04 (404 (Pm 204... (8) 


converge, en el segmento [0, 1], perono uniformemente, En el seg- 
mento |O, ql, donde 0 < g < Í, la serie pa uniformemente, 
En efecto, la n-ésima suma parcial de la serie (8) 


0, 0<x<1, 
A LA zak 


El valor absoluto de la diferencia S (z) — Sn (x) (del resto de 


la soric) es 
,0<x<i, 
zi. 


so-so g 0 


En el segmento [0, q), donde 0 < g < 1, 
1S (a) — Sa (2) |= PS 


El segundo miembro de esta desigualdad no depende de z € 10, q) 
y tiende a coro cuando n—» o (q* — 0). Esto muestra que la serio 
(8) converge uniformemente en ol segmento (0, g], donde Ô < q < 1. 

Por otra parto, de la igualdad (9) se ve que 

sup 1S()—S.()]1=1. 
E-N IS (2) — Sa (2) 1=4. 

Pa este minio, el mimara; $, as antimo decos que solmasan 
| S (2) ra todo z€ l0, 1]. Poro el número constante 
Å no tiendo a coro cuando n —> o, por lo cual la sorie (8) converge en 
10, 1) del modo no uniforme. 

EsempLo 2. Una serio 


SEHE A E... (10) 


cuenta con el n-ésimo término que satisface la desigualdad 
Lmc- Vze(— o, o), 
con la particularidad de que la serie 


I <o 
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converge. Por eso, de acuerdo con el teorema do Weierstrass, la 
serie (10) converge uniformemente en todo el eje (—oo, 00). 

Como los términos de la serie (10) son todos funciones continuas, 
entonces, en vista del teorema 2, la suma de esta serie es una función: 
continua. 

EJEMPLO 3. En Ja fig. 106 está expuesta la función jy (xp 

n = 1, 2, . . .). Es lineal en cada uno de los segmentos 10, 4/n),, 
Aín, 2nl, (2/n, 1) por separado. Además, fna (0) = f (2/n) = 0, 
Y fn (2) = 0 en [2/n, 4), fa G/n) =1. 
Evidentemente, 


lím fa (x) = f (z) = 0, VxEl0, 1), 
puesto que fa (0) =0->0, y si 
0<z&1, entonces fa (z) = 0, 


Yn > 22. 
Luego, es obvio que 


an E 
-ap de de) 


y que el número constante 1 no Fig. 106 
tiende a cero cuando n— oo, es 
decir, fa (2) — f (z) == 0 en 10, 1], pero de manera no uniforme. 

En la fig. 106 viene expresada por una línea a trazos la e-franja- 
que entraña la curva limite f (z) = 0 (0< z< 1). Cualquiera quo- 
sea n, la gráfica de la función f, (x) no cabe por entero en la e-Sranja. 
Esto no impide que fn (z)— f (z) = 0, Vz € 10, 41. 

Demos a conocer los criterios más finos de convergencia uniforme de las 
series, los cuales se basan en la aplicación a la serie de la así llamada transforma- 
ción de Abel (que representa un análogo de la operación de integración por par- 


` Examinemos una serie 
E aBa H -o o (15) 
donde "y Ph son las funciones de z € E (o bien los números constantes). Pon- 
mos Ån 


bar + Prsa +--+ Pre y apliquemos la transformación de 
Fiata al liai dea sona lo T PA riada 


nebrat Hanninen = 


A 
$) anaba 
A 


=ar Bi Hana (B1 — B) + -Hanen (Bp— Bra) 
= ansans) B+ (aner — Ans) Bat «blo Bp-i hno By 
EN] 
(Uns —nsr ra) Ban r Bo (12) 
A 
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Ahora es Lácil establecer los siguientes dos criterios para la convergencia 
nitore Ca convergencia simple en l caso en que oy, Pa on constantes) dela 
serie (11). 

TEOREMA 3 (CRITERIO DE DIRICHLET DE CONVERGENCIA UNIFORME DE 
UNA SURTE). Si las sumas parciales de una serle 


Po + Pi + Ba + 13) 
están acotadas en su conjunto, y la función real ap (x) (al crecer k) tiende uniforme- 
mente (respecto de 2) en E a cero, siempre decreciendo, entonces la serie (11) con- 
verge uniformemente. 

Electivimonte, supongamos que una constante M sobrepasa los módulos 
delas sumas parciales On de la serie (13). Entonces, para Cualesquiera n y k, 
184 I= | Opta — On VS 1 Onta (+ l an 12M. 


Por eso, en vista de (12) y teniendo presente cl hecho de que 7, tiende uniforme- 
mente a cero decreciendo, se verifica la desigualdad 


2-1 
[$i anaba [552 S (ana anan) Han nM =2Mann <e 
n A 


para cualesquiera n > N y p, y para todo z € E, siempre que N es 
“mente grando. Por consigulento, Ja serie (11) convurge uniformemente. 
igualdad en esta cadena se verilica para todo z€ Æ. puesto que % +, (z) tionde 
acero uniformemente. 

TEOREMA 4 (CRITERIO DE ABEL DE CONVERGENCIA UNIFORME DE UNA 
SERIE) St las funciones reales ay decrecen monótonamente (al crecer k) y están 
acotadas en su conjunto y si la serie (13) converge uniformemente en E, entonces 

uniformemente en E. 
1. | . .) das funciones 2, pueden 
; Como la serio (13) converge uniformemente, $o puede 
cualquier £ > 0 tal N quo | 8 |< para cualesquiera n > N y ka 
Por lo tanto, en virtud de (12) y teniendo presento la monotonía de %,, para 
cualesquiera n > N y p tiene lugar 


pa 
l > IES 2 (non — An 48 lanen] = 
T 


=e (an — inep) +8 lGnepl < 3EM, 


«es decir, la serie (11) converge uniformemente. 
EJEMPLO 4, Las sories 


É a 
DAE, E > us 
f n 


le a , unifor absolutamente conve tes en todo el eje real 
IZ, Za): puesto que los valores absolutos de sus kséstmos términos no 
sobrepasan k”“, y, cuando a > 1, la serie 5] k”% converge, En estos razona- 
mientos hemos recurrido al criterio de Weferstrass. Para a< 1 dicho criterio 
ya no es válido, pues ,eneste caso la serie Y) k~% diverge. No obstante, cuando 
© < a< 1, muestras series convergen uniformemente en el segmento (8, 24 — 
— e Jeualquiera que sea e > 0, donde 0< e < 2a —e < 2a. En eleclo, las 
sumas parciales de las series 


Locos z -H cos 2z + cos 32 +» y sen z+ sen 2E- «+ + 
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son iguales a 


Abe tae 


250n q 
cos 008 (n + 
es e A 
200 E 
rospestivamente, 


os cerciorarnos de esto, si multiplicamos y dividimos por 2 een (3/2) 

riales de las series en consideración y realizamos en el numerador 
Correspondientes transformacio! mométricas. Las funciones (15) 
están acotadas en su conjunto en 


1 1 i 
Da MMS a 


además, n=% (n + 197% y n7% 0, por lo cual, de conformidad con ol cri 
terio de Divicidet, las series (14) son uniformemente convergentes en (e, 2n — el 


$ 9.9. Integración y diferenciación 
las se 
uniformemente convergentes 


TEOREMA 1. Supongamos que en un segmento la, b) viene dada una 
sucesión {fn (2) de funciones continuas (de valores complejos) la que 
converge hacia la función f. Si la convergencia es uniforme en la, bl, 
entonces 


lim | fa (0 dt= $ fdt 0) 
uniformemente en la, b). En particular (para z = b) 
à A 
La | fa (de= f H(0 de, (0) 
Demostración. De la hipótesis del teorema se deduce (véase el 
$ 9.8, teorema 2) que la función límite f es continua en la, b] y 
máx |f, (1) —f(1)]=r,>0 (n>00), 
so 
Por lo tanto 
5 n 7 n 
faa fra] | Od | rndt=(0=a) ra 


24—01350 
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donde el miembro derecho no depende de x y tiende a cero cuando 
n— co, lo que demuestra el teorema. 
TEOREMA 2 Una serie de funciones continuas (de valores complejos) 


S (2) = uo (2) + in (£) + u (0+... (3) 


convergente uniformemente en el segmento la, b), puede integrarse 
término por término (a< 24< b): 


[59 dt= [ustedes | (att. (O) 
El E E 


La serie obtenida (4) converge uniformemente en la, bl. 
En particular 


A è A 
$5 (dat [usar + fuat. y (5) 


Demostración. Observemos que S (<) es una función continua 
en la, b), puesto que representa una suma de la serie de funciones 
continuas que converge uniformemente en el segmento la, b]. Sea 


a 
EN (0-2 un (2). 


Como la serie (3) converge uniformemente hacia $ (2), resulta 
su, ISa (2) (2)1=rp 0 (0—00). 


Por ello, 


| į sa- Juwa- į S (1) de 
> o E 


[soal 


E è 
=|] 15098, a|s] 15(9—S, Olat 
> $ 
<(b—a)r,>0 (n>00), 
y el teorema queda demostrado. 
TEOREMA 3. Supongamos que en el segmento la, b) viene dada una 
serie de funciones (de valores complejos) 
uo (z) + (2) + us (+... (6) 
las cuales disponen de una derivada continua. 
Si la serie (6) converge en cierto punto z, € la, bÌ y, además, si 
converge uniformemente en la, b] una serie formalmente diferenciada 


ti (2) + ug (2) + ug lot... m 
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entonces la serie (6) uniformemente converge en la, b) y la derivada de 
su suma S (z) será la suma de la serie (7). 
De este modo, 


S (2) = uo (z) + i (2) + us (2) + -~ (8) 

S' (x) = u (2) + ug (2) + u (+... (<:2<)». (0) 
Demostración. Por hipótesis la serie (7) converge uniformemente 

en la, b] y sus términos son funciones continuas en [a, bl, razón por 
la cual su suma, la que se designará esta vez con q (z), será una fun- 


ción continua en la, b]. En virtud del teorema 2, podemos integrar 
Ta sorie (7) término por término y obtoner la serie 


5 e(t) d= udet f ue (1) dt+...(a<z<D), 
ES > Es 


que será uniformemente convergente en la, bl. 
Aplicando el teorema de Newton—Leibniz, tendremos 


$ p (E) de= X; lua (2) un (291. (10) 

à 5 
La serie en el segundo miembro de (10), cuyos términos son igua= 
los a las funciones entre corchetes, converge uniformemente en 


lo, b), ta sorie 3) ua (zo) converge por hipótesis, y,como sus términos 


son constantes, se debe considerarla como una serio uniformemente 
convergente en (a, bl; pero, en tal caso converge también y, además, 


uniformemente en la, b) la serie > ua (2), puesto que representa la. 


diferencia entre dos sories uniformemente convergentes; desiguemos, 
su suma con $ z). Entonces, la sorie (10) puede anotarse así: 


S()=S(2)+ | ed. 
à 


No obstante la función 'S (z) tiene una derivada igual a S’ (2) = 
= y (2), y por lo tanto el teorema está demostrado. 
EsempLo 1. Una serio 


cosz | cos2r | code 
sm=-= A A a 
converge uniformemente para œ> 1 en todo el ojo real según el 
criterio de Weierstrass puesto que 


Jn-acosnz <n, Vz€(—oo, 00) 


2 
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Ína<o (a>1). 


Diferenciemos formalmente la serie (11): 


senz 


qe (12) 


Esta sorie converge uniformemente en (—0o, œ) ya para a > 2. 
Pero, on este caso, para a > 2, 
S' (2) = 9 6). (43) 


Examinemos el caso on que 1 < a< 2. El criterio de Weierstrass 
no puede ser aplicado a la serie (12). Sin embargo, esta serie converge 
uniformemente en el segmento [e, 2a — el, cualquiera que soa 
e > 0 (véase el $ 9.8, el ejemplo 4). En el segmento mencionado con- 
verge, además, la serie (11), por lo cual podemos afirmar, rigiéndo- 
nos por el teorema 3, que on el segmento fe, 25 — el tiono Jugar la 
igualdad (13), por pequeño que sea e > 0; por lo tanto, obviamente 
dicha igualdad se verifica también en el intervalo (0, 22). 

Al tomar en consideración que los términos de la serie (11) son 
do período 2x, se ha demostrado, que para 1 < œ< 2 resulta lícito 
diforonciar la serio (11) término por término, cualesquiera que sean 
los valores de z € (—oo, co), a excepción de los puntos za = 
= 2kn (k = 0, 1, +2...) 

EJEMPLO 2. Supongamos que la función f, (z) es continua en 
10, 4), lineal on cada uno de los segmentos [0, 1/2n] y 11/2n, 1/nl y do 
tal índole que fa (0) = f (1/n) = O, fn (1/2n) = an, fn (1) = Ô en 
lt/n, 4), dondo an es cualquier sucesión de números ig. 107). Enton- 
ces, evidentemente, lím fn (z) = O para todo z € (0, 1), y 


n up ia š 
| £ntejdz= fi noz de + £ 2na, (L—2)d2=32, 
3 ifan 
Luego, es obvio también que 
ra= sup Ifa (8) — 0 j = an 
ee 


por lo cual la sucesión (fa (z)} converge uniformemente cuando, y 
sólo cuando, œ, —> 0. La igualdad 


1 
i fa(z)dz > ¡ fa(ajdz (1(2)=0) (14) 
5 è 


so verifica cuando, y sólo cuando, a,/2n > 0 (n — 00). 


$ 99. Integración y diferenciación de las series sa 


Vemos que la convergencia uniforme de fa hacia f = 0 èn [0, 41 
des decir, cuando an => 0) implica la convergencia de las integrales 
(14), lo que concuerda con el teorema 2. Pero puede suceder que la 
sucesión {fn} converja de un modo no uniforme, mientras que la 
propiedad (14) so observa, por ejemplo, cuando æ, = 1. Esto es 
indicio de gue la convergencia unifor- 
mo de la Sucesión -es una condición 
suficiente, pero no necesaria para que 
una sucesión de integrales converja 
hacia una integral de la función 
limito. A continuación, cuando n = n, 
no sólo es no uniforme la convergencia 
de la sucesión {fa}, sino tampoco se 
observa la propiedad (14). 

De tal manera, si la convorgencia 
do Ja sucesión {fh} no es uniforme, 
entonces resultan posibles dos casos: 


lu sucesión do integrales | j, (1) dz Fig. 107 
N b 
converge hacia una integral de la función límite (i Hajdz, 


v bien converge hacia otro número (para a, = n converge no hacia 
coro, sino hacía 1/2), o bien no converge en general. 


EJEMPLO 3. De la igualdad (1— s) = 4rth athi, am peh, 
p < 1) so deduce que 


1 
2a pe" 
y separando las partes real e imaginaria, obtendremos 


Fe pre 


Pip, =F Todo cos 204 15) 
01 SO son 040% son 204... å uo) 


La función P (p, 6) recibe el nombre de nucleo de Poisson), y la Q (p, 0), 
función conjugada del núcleo. 
sn Dichas funciones son armónicas (para p < 4). es decir, satisfacen la ecua- 
ción diferencial de Laplace") en coordenadas polares 


u i ôu 1 Pu 
a Cd 


1) Poisson S. D. (1781—1840), un matemático y físico francés. 
3) Laplace P. S. (1749—1827), un matemático y físico francés. 
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En efecto, todo término de la serie (15) es una función armónica 
(0% cos n0), = mp1 cos n8, (p™ cos m0) = 
= n (n — 1) p" cos n8, (p7 cos 20); = —n?p cos nô, 


A (p" cos n0) = p=? cos n8 {n (a — 1) + n — m] = 


Anélogamente, A de sen y Sad 0. 

Je legitimidad de la diferenciación término por término de Jas series (15) 
y (16) está estipulada por lo que dichas series y las series derivadas (una o dos 
Veces) formalmente convergen uniformemente para O< p< pa < 1, donde po 
es cualquier número positivo inferior a la unidad 

Ha de notarse que la función u (z, y), donde z e y son las coordenadas pola- 
res, se denomina función armónica en el de 
en dicho dominio una ect 


into Q de puntos (z, y), si satisface 


En las coordenadas polares esta ecuación se expresa en forma de (17). 


$ 9.10. Multiplicación 
de las series absolutamente 
convergentes 


Veamos dos series absolutamente convergentes 


S=) uw o= X v a) 
do términos reales o complejos. Numeremos los pares (k, 1), donde 
k=0,1,2,...,1=0,1,2,..., de tal o cual modo 


(kis lado (es la), (kas lada o + 0. 2) 


Aquí es importante que cada par mencionado (k, 1) figura en la 
sucesión (2) a título de su término una sola vez y tiene en la misma 
un número determinado. Demostremos que 
1 


So= 2, Uni (5 


y la serie en el segundo miembro de (3) es absolutamente convergente. 
Así pues, si formamos una serie de toda clase de productos ua i 
que se toman en cualquier orden, esta serie converge absolutamente 
y tiene una suma igual a So. 
Con el fin de demostrar dicha afirmación, formemos las series de 
los módulos |u, | y |v: 1: 


3= 2 ll. 5= d li an 
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Pongamos 


E e 
Sym Y lah F=% lv l 


Primero ordanemas los pares (k. D del modo siguiente, (iz 108) 
(0, 0), (0, 1) (1, 1), (1, 0), (0, 2) (£, 2), (2, 2), (2, 1), (2, 0), ©. sy 
entonces 


a ón dr ón = 
= lim (1u01+1 0141001104110 1+1041+ 


Fluh eh Vol+ i tohe 1021 +10 1- 10214142 1021410211041 + 
+Hlustlv +... +1uw1-1001)- (4) 
Esto muestra que la suma en el segundo miembro tiendo, para N -+ 00 
a un límite igual a Sa, y como sus términos son no negativos, enton- 
ces el número Sa es la suma de la serie 
30 = | uo l- Wo 1+ luo llu l+ E 
[ambar 6) m 
Por cuanto los términos de esta serie no 


son negativos, pueden permutarse deun y 
modo sumamente arbitrario sin que se 
alteren la convergencia y la suma $o de 2] 
la sorie. 1 
Homos demostrado nuestra afirma- 
ción esta vez para las series (1'). TEEDE 


Soa ahora 
A y 
Sr= 2 in oxe o 


Al igual que en (4'), por ser convergentes las series (1), tendremos 
So = lím (Spox) = 


Fig. 108 


Nacl 
= im (Uoto + tov, + UU, + Uo + -o Fundo). (4) 


Do este modo, en (4) a la derecha existe, para N — 00, un límite 
igual a So. Pero ya so ha demostrado que la serie (5”) converge. Esto 
deja constancia de que la serio 


Uovo + Ugo + i0, + tvo + -o 6) 


también converge y, además, absolutamente. 
En virtud de (4), la suma de esta serie es igual a So: 


So = uovo + Ugo, + 1410, + tivo + 
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Por consiguiente, hemos demostrado la igualdad (3) para un 
modo determinado de numeración de los pares (k, 1). Debido a lo 
convergencia absoluta de la serie (5), 


t la igualdad (3) quedará vigente para 
P cualquier otro modo de numerar los 
paros. 
al Eemi. Una serio 
2 
2 Vir (6) 
1 es absolutamente convergente para 
cualquier valor complejo de z, o bien, 
. como se dice, converge absolutamente 


en todo el plano complejo. De esto 

es fácil convencerse, aplicando el' 

Fig. 109 criterio de d'Alembert a la serie con 

el término general |z [nl. 

Para cualesquiera dos números complejos u y v tenemos (los 
explicaciones vienen más abajo) 


ppoe (14u) (14e 


í EPI eo ra 
iu Ao 


Am (up) + un Zu 0) t 


HÅ (e ut But uo) 
A pt). (7) 


En la segunda igualdad los productos 3% 7 sehan dispuesto enel 


orden que se expone en la fig. 109 y se ha empleado la igualdad (3) 
para las serios :bsolutamente convergentes. Una serio obtenida con- 
verge absolutamente, lo que fue demostrado en el caso general. Los 
grupos separados de términos de una serio convergente pueden lí- 
citamente reunirse en paréntesis sin que se perturbe la convergencia 
de la serie. Precisamenté esto se ha hecho en las igvaldades ulterio- 
res. 
Hemos demostrado una igvaldad de importancia 


Y (u + 0) = + (u) (0) (8) 


para cualesquiera u y v complejos. Esta igualdad se tratará, en 
adición, en el § 9.13. 
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$ 9.11. Series de potencias 


Una serie] del tipo 

Gy +z + a H a? H n a (mM 
donde a, son unos números constantes, y z es una variable, se deno- 
mina serie de potencias. Consideramos que a, y z son complejos y 
sólo on algunos casos recurriremos a un dominio de una variable 
real. La letra z significará, en el caso general, un número variable 
complejo (un punto del plano complejo) y la letra z, un número va- 
riable real (un punto del ejo real z). 

En la teoría de las series de potencias el siguiente teorema funda- 
mental es de mayor importancia. 

TEOREMA 1 (PUNDAMENTAL). Para la serie de potencias (1) existe ur 
número no negativo R. finito o infinito (0< R< 00), que posee las: 
siguientes propiedades: 

1) La serie converge, y además, absolutamente, en un círculo abierto 
del plano complejo |z | < R, y diverge en los puntos z con |z |> R. 

) El número R se determina según la jórmula 


RAT iia» 


donde en el dencminador figura el limite superior (véase el $ 2.40). 
Nos permitimos en esto caso considerar que 


J=0, L=0 


Do tal manera, si el Jímito superior citado es igual a 0, entonces: 
R = co, si, en cambio, dicho límite es igual a oo, entonces R = 0. 
El circulo abierto | z |< R so denomina círculo de convergencia 
de la serte de potencias. Cuando R = co, dicho círculo se convierte en 
todo el plano complejo. Cuando R = Ô, la serie de potencias tiene 
un solo punto de convergencia, a saber, el punto z = 0; R so deno- 
mina radio de convergencia de la serie (4). 
Observación 1. El número R, que satisface la afirmación 1) del 
teorema 4, es, obviamente, único. 
Observación 2. Si para la serie de potencias (1) existe un límite 
corriente lím Tan Í, será igual al límite superior 
Tim Y Ton 


lim Y an] 


Un lector que no está familiarizado con el concepto de límite su~ 
perior puede seguir la demostración del teorema 1 suponiendo que 
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«el límite mencionado existe para la serie de potencias en conside- 
ración. En este caso, en todos los razonamientos que vienen abajo 
se debe sustituir Tim por lim. 

Demostración del teorema 1. Supongamos que el número R so 
«determina según la fórmula (2). En el punto z = O la serie de po- 
Aencias converge. Consideraremos, además, que |z | >0. A la par 
«con la serio (1) introduzcamos la segunda serie, formada de los módu- 
dos do la primera: 


lao 1+ az |+ lalo... (0) 
¡Designemos el término general de la serie (1°) mediante 
wn = ja) (n=0,4,2...). (5) 
Según el criterio genoralizado de Cauchy para la convergencia de 
wna serie (véase el $ 9.4, el teorema 3. (c)), 


si Tim yü, <1, entonces la serie (1°) converge, 


si Tim uz >1, entonces la serie (1°) diverge, 


«con la particularidad de-que la variable Tr, no está acotada, poro 
n Vin mn y Tap Ta (121 Y T0, 112 Mm TaT = 
lel 
=h. 
Hemos sacado aquí fuera del signo de límite superior el número 
finito |z [>0. 

De lo dicho proviene: si |z | < R, es decir, si |z VR < 1, en- 
tonces la serie (1°) converge, y junto con ésta converge, y, además, 
absolutamento, la serie (1): si, en cambio, |z |> R, es decir, si 
Jz //R > 1, entonces la serie (1') diverge y su término general 
| anz" | mo está acotado, razón por la cual el término general de la 
sorie (1) anz" no tiende a cero cuando n —» co, y para él no se cumple 
lla condición necesaria (véase el $ 9.1). Esto es indicio de que la 
serio (1) diverge. 

Hemos demostrado, pues, que el número R, determinado de la 
úgualdad (2), posee la siguiente propiedad: 

si |z |< R, la serie (1) es convergente, y, además, absoluta- 
mente, 

si, en cambio, |z | >A, la serie (1) es divergente. 

El teorema fundamental queda demostrado. 

En lo que sigue desigoaromos, para abreviar, con og un círculo 
«errado | 2 |< q del plano complejo. 

Observemos que en el caso general la convergencia de la serio de 
potencias en un círculo abierto |z |< R no es uniforme, No obs- 
tante, es válido el siguiente teorema. 
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reonema 2. La serie de potencias (1) converge absoluta y uniforme- 
mente en cualquier círculo 04 = (2: |z |< q}, donde q < R, y R 
es el radio de convergencia de la serie (1). 

Demostración. En efecto, sea g < R. Entonces q es real, esto es, 
un punto del eje z, perteneciente al círculo abierto de convergencia 
de la serie (1). Por eso, en este punto nuestra serie de potencias con- 
vorge absolutamente, es decir, 


D lagi < oo. 


Por otra parte, para z € 07 tenemos 
pans” |S lag] (1=0,1,2,.... 


Los segundos miembros de estas desigualdades no dependon de z € og 
y la serie formada de los segundos miembros es convergente, por lo 
cual, de conformidad con el criterio de Weierstrass (véase el $ 9.8, 
ol teorema 4), la serie de potencias (1) converge en dg absoluta y uni- 
formemente. 

TEOREMA 5, La suma 


S (2) = a + tar... 


de una serie de potencias es una función continua en su círculo de con- 
vergencia |z |< R. 

Efectivamente, los términos de nuestra serie son funciones con- 
tinuas de z, y la propia serie convergo uniformemente on el círculo 
Oq, 9 < R. Por consiguiente, de acuerdo con el célebre teorema de 
la teoría de las series uniformemento convergentes (véase el $ 9,8, 
el teorema 2), la suma de la sorie S (z) es una función continua en 
dq, y, entonces, en todo el círculo |z | < R, puesto que q < Ros 
arbitrario, 

El radio de convergencia de una serie de potencias puede ser cal- 
culado según la fórmula (2), pero prácticamente resulta a menudo más 
conveniente aprovechar el criterio de d'Alembert. 


Supongamos que existe un límito (finito o infinito) 
Km |, (6) 
el cual so designará por ahora mediante 1/R,. Entonces (véase (3), 
Uns Lanett ana | lzi 
lím A TAT =1:1%m| ni| R, 


y, sogún el criterio de d'Alembert ($ 9.4, el teorema 2), si z < Ri, 
entonces la serie (1'), converge y junto con ella converge también la 
serie (1): en cambio, si | z | > By, entonces | un |=> o0 y la serie (1) 
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diverge. Mas el número R con estas propiedades puede ser solamente 
único, por lo cual Æ, = R (véase ol teorema 4). 

(Hemos demostrado, pues, que si existo el limito (4), será igual 
a 4/R: 


lím 6) 


donde R es el radio de convergencia de la serie de potencias (1). 

Ha de ser notado que hemos demostrado con rodeos que si el 
límite (4) (finito o infinito) existe, será igual al límite superior 
Tm Yon |. 

bservación 3. La exposición de la teoría de las series de poton- 

cias empezamos habitualmente por el teorema de Abel el que se 
enuncia del modo siguiente: 

TEOREMA DE ABEL. Sila serte de potencias (1) converge en un punto 
Zo = 0 de un plano complejo, entonces converge absoluta y unifor- 
memento en el círculo cerrado | z |< q, donde q es un número cual- 
quiera que satisface las desigualdades 0 < 9 < | £o |- 

Demostración. Este teorema es, de hecho, el corolario de los 
teoremas 1 y 2. En efecto, como zp es un punto de convergencia de la 
serio (1), entonces |se | no puede ser mayor que R. Por lo tanto, 
lz |S R, 0<g9< |z £R TIER Mas, en este caso, de 
Acordo con al teorema 3, la sario de potencias (1) convergo en el 
círculo} z |< g absoluta y uniformemente, 


did (6) 

z Ed La 
WEA A >, a) 
(PERT EEE EN (8) 


Con ayuda de las fórmulas (2) ó (5) concluimos que el radio de 
convergencia de las series (6) y (7) es igual a 4; para la serio (8) dicho 
radio es igual a 

La suma de la serié (9) luna progresión geométrica) en el círculo 
abierto |z | <1 es igual a (1 — 2)”, y el resto es 


no+ 20 (100). 
mer 
Sin embargo, la convergencia en el círculo citado no es uniforme. 


El carácter no uniforme de la convergencia tiene lugar ya para z = 2 
positivos en el intervalo 0< z< 1: la desigualdad 


> (0) 


$ 912 Diferenciación © integración 3st 


con cualquier n prefijado no puede ser satisfecha para todo z de los 
indicados. 

En efecto, si tomamos z muy próximo a 1, ol numerador en el 
segundo miembro será también próximo a 1, y el denominador será 
próximo a coro y, de este modo, la fracción en el segundo miembro 
de (9) puede hacerse mayor que e. 

La serie (7) converge uniformemente, para a > 1, on el círculo 
cerrado |z |< 1 de su convergencia, puesto que para |s] < 1 


(aka [Ska y Eka < o, 
Si a = 1, en el punto z = 1, dispuesto en la frontora del círculo 


de convergencia, la serie (7) diverge. 
La serie (8) converge sólo en cl punto z = 0. 


§ 9.12. Diferenciación 
e integración de las series de 


potencias 
teonema i. Los radios de convergencia de la serie 


ao + az a H (1) 


y de la serie 
a, + 2a,z + 3a? + cs (2) 


obtenida de (1) por diferenciación formal, coinciden. 

Observación. La definición de continuidad y de derivada de una 
función de la variable compleja / (z) es la misma que on el caso de una 
función de la variable roal. Se debe sólo tenor en cuenta que ol S-entor- 
no del punto z, es un círculo abierto de radio ô con centro en el punto 
sq. Partiendo de esta definición, la derivada do una función poton- 
cial 2" se calcula según la fórmula (2?) = nz". 

Demostración del teorema 2. Convengamos en considerar quo 
R os ol radio de convergencia de la serie (1) y R’, el radio de conver- 
gencia de la serie (2). Demostremos el teorema bajo el supuesto de 
quo el límito 


lim Y Ta ==, e) 


sea finito o infinito, existe. Tenemos 


i= lim Y FI) = lim Y AFA lim Vap es 


Rp n 


por consiguiente, R = R’. 
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En el caso general, cuando el limite (3) no existe, tiene lugar la igualdad 


Tay Tie 


y entonces 


Holm 470 = lim Talaia, 


Sin embargo, se requiere la argumentación de la segunda igualdad, es decir, 
es necesario demostrar que si %y, Ba > O Y 2 — 1, entonces 


Tx (Bn) = Mi Ba- 10) 
En electo, existe una subsucesión (n4) tal que 
Tu Pa = lim Pap = lim enp lim Pnp = liM (pb) < T (nf) 6 
Existe también una subsucesión (np) tal que 
CN 


Tim (fm) = lím (Amp Bn): =lím Pny < Tim fin. (6) 


Tm any 
De (5) y de (6) so deduce (4). 
TEonEMA 2 Una serie de potencias 
IE =a tat aHan (121<R) m 


puede lícitamente diferenciarse dentro de los limites de su circulo (abierto) 
de convergencia |z |< R, es decir, es válida la fórmula 


1()=4+ 23430544... ElK R. 


Demostración. Esto teorema sólo so demostrará bajo el sı 
de que z = z es una variable real, lo que nos presta la posi 
de reducir el problema a un hecho bien conocido por la teoría de las 
serios reales. 

Así pues, la serie do potencias (7) para una variablo real tiene por 
expresión 


eea tatta on RIR T) 


Esta serie tieno esta vez no el círculo, sino un intervalo de con- 
vergencia (—R, R). Una serie correspondiente diferenciada formal- 
mente tiene la formà 


q (2) = a, + 2092 + 30 o. (8) 
La:suma de ésta se ha designado, por ahora, mediante q (z). En 
virtud del teorema antecedente, esta serie converge en el intervalo 
(=R, R). Como ya sabemos, ambas series convergen uniformemente 
en el segmento [—q, ql, donde g < R. Al mismo tiempo los términos 
de la segunda serie son continuos y representan las derivadas de los 
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términos respectivos de la primera serie. Pero, en ostas condiciones, 

debido al teorema conocido de la teoría de series uniformemente: 

convergentes (véase el $ 9.9, el teorema 3), se verifica la igualdad 

oe) =f e) (9 

en el segmento [—g, q], y, por lo tanto, en el intervalo (—R, R). 
puesto que q< R es arbitraria. 

Observemos que en virtud del teorema demostrado 2, la serio 

1) puede sor lícitamente diferenciada tantas veces como se quiero... 

n Ja k-ésima etapa obtendremos una igualdad 


1% (2) = klas + (k + 1) k Rart t 


que es válida para todo z con |z | < R. Si ponemos en esta igualdad 
z= 0, obtendremos 


(0) = kla, 
o bien 


aL (k=0,1,2, 


De aquí se infiere, en particular, que el desarrollo de la función: 
$ (£) en una serie de potencias (véase (1)) en cierto círculo |3 |< R 
(o en el intervalo (—R < x < R), si se trata de una función f (x) de la: 
variable real z, es único. 

De este modo, la suma f (2) de la serie de potencias (7), cuyo ra- 
dio de convergencia Z > 0, puede expresarse, además, del modo si- 
guiente: 


TE PUR 
e a a O 
= 

La serio en el segundo miombro do (10) se denomina serie de Taylor 
de la función f (2) en potencias de 3. 

Hemos llegado a quo si la serie de potencias (1) cuenta con el radio 
de convergencta R > Ô, será una serie de Taylor de su suma f (2). 

La cuestión de integración término por término de las series de 
potencias en toda su plenitud requerería que sea introducida la inte- 
gral curvilínea de una función de la variable compleja. Nos liri- 
taremos a la consideración de esta cuestión sólo para las series de 
potencias 


1) = ao ++ agt? H aaa (14) 


do la variable real z (z = 2). 

Prefijamos la serie de potencias (11) que cuenta con el intervalo 
do convergencia (—R, R), donde 0< R< œ. Los números ay 
pueden ser tanto reales como complejos. Definamos un punto fijo 
zo € (—R, R) y un punto variable z € (—R, R), al elegir q > 0 de 
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un modo tal que sea 
-R< 9< ip 1<I<R. 
La serie de potencias (11) converge uniformemente en el segmento 
I—4, ql, que so halla estrictamente dentro del intervalo de conver- 


gencia de la serie. y, por ende, puede integrarse término a término 
(véase el $ 9.9, el teorema 2) desde z, hasta z: 


ii 10) dt=a (22) + Hr 
so 

(Ot REL ER (12) 
En particular, cuando ze = 0, obtenemos 


| Odt=o ri... —RSISR (13) 
5 


momo +. Es evidente que 
1 
TF 


AMG 


Esta sorio es convergente en el intervalo (—1, 1) (R = 1). Por esto, 
si z € (—1, 1), resulta lícita la integración término a término de 
esta sorie desdo cero hasta z (la serio os uniformemente convergente 
en cualquier segmento perteneciente al intervalo de convergencia): 


ir egr=r -FEE <<. 


La sorie obtonida converge incluso para z = + 1 (como una serie 
de Leibniz), So puede demostrar que olla converge hacia 
„arctg 1 = 1/4, es decir, 


z T. 
Ett 
zreurro 2. Una serio de Taylor para la función e=! tiene por 
expresión (véase el $ 4.16) 
A 
con la particularidad de que para esta serie R = co. Por lo tanto, 
«dicha serie puede integrarse término por término: 


j erder- $+ 
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es decir, se ha obtenido una integral de Poisson expresada en térmi- 
nos de la serie de potencias. 

xommeLo s. Una serie do Taylor para la función y = sen z tiene 
por expresión (véase el $ 4.16) 


senz 1 E 


s 
Bomam 
Dicha serie converge en todo el eja; De aquí, para z 0, tenemos 
s (14) 


snz Ea s Ed 
ee Ed HOR 


¿1 obtenemos la ¡conclusión do que 


la igualdad (44) es ciertá también para 7'= 0. La serio (14) convergo 
uniformemente en cualquier intervalo finito del eje real. Integrando 
esta sorie de potencias, obtenemos: 7 


sont 
fi Hides- gr tar r+ 
rIæmpLo + Una serie de Taylor para la función y = cos a? tione 
por expresión (véase el $ 4.16) 


5 e 


La serie converge on (—<o, co). Integrando esta serio de potencias, 
obtendremos la integral de Fresnel 


Ead m 
Ta e 


Joosratas ar 


Ewros, Por cuanto 


shz, si n=2k, 
aleen, las sin=2k+1, 
entonces 
0, si n=2k, 
hay Lom f 4, si n=2k41, 


por lo cual la serie de Taylor para la función sh z se anotará así: 
i 4 
dra A (15) 


Puesto que esta serie de potencias converge en todo el oje real (aplí 
quese el criterio de d'Alembert), podemos diferenciarla término a 
25-o1360 
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término: 
da (16) 


(la serie en el segundo miembro de (16) converge on cualquior in- 
tervalo finito). 


$ 9.13. Funciones e”, sen z, 
cos z de una variable compleja 
Las funciones e*, sen z, cos z do una variable real x están bien 
conocidas. Están definidas en todo el ejo real (—o0 < g< oo), 
Por el $ 4,16 sabemos que estas funciones se desarrollan en las 
sórics do potencias: 


Als 


OE TE A w 


LA Ead 
cosa iHi 


Éstas son las series de Taylor de dichas funciones en potencias 


e z. 
En el $ 5.3 so ha dado la definición de la función e*, donde z 
es una variable real, por medio de Ja fórmula de Euler 


e =cosx + isen z. (2) 
En lugar de cos z y son z en el segundo miembro de (2) sustituyamos 


sus series de potencias y obtendremos el desarrollo de e'* en po- 
tencias de z 


a a Ed > 
E dd e e) 
E i 


La función e* puedo definirse naturalmente, para cualquier 
z= z + iy complejo, del modo siguiente: 


e = e ce, 


De aqáf 
Ple (e) 
AT AAA 
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Homos empleado en la segunda igualdad una propiedad (mul- 
tiplicación de las series absolutamente convergentes) que ya fue 
ohtenida antes (véase el $ 9.10, (7). 

Hemos llegado a que la función + de la variable complej 
desarrolla en una serie de potencias en potencias'de z 


Hitit. Ñ y (3) 


zs 


t=14 


y esta serie converge en todo el plano complejo, * 

La serie (3) es, para la función e*, una serie de Taylor en potencias 
do z, 

El radio de convergencia de la serie (3) es R = co, y de las pro- 
piedados generales de las series de potencias se desprende (Véase 
el $ 9.10) quo la serie (3) converge absolutamente para cualquier 
z compleja y, además, converge uniformemente (hacia e”) en el 
círculo | |< q, por grande que sea el número positivo q. 

Las funciones cos z y sen z de la variable compleja z se determi- 
nan de un modo natural como sumas de las siguientes series de po- 
toncias: 


Ambas series citadas tienen cl radio de convergencia R = 00, y, 
de este modo, las dos funciones correspondientes están definidas 
Para cualquier z complej: 

Por comparación de las correspondientes series de potencias so 
comprueba con facilidad que 


ella 


cosz= EL, som E 1) 


Ahora, haciendo uso do las propiedades de la función exponen- 
cial e* (de u compleja), obtenemos fácilmente las fórmulas 


cos (u + v) = cos u-cos v — sen u-sen v, 
sen (u + v) = sen u-cos v + cos u-sen v, 


que son válidas para cualesquiera u y v complejas. 

Estas fórmulas, de tal forma, generalizan las fórmulas bien co- 
nocidas de la trigonometria, donde se consideraba que u y v oran 
variables reales. Cabe notar quelas funciones sen z y cos zenun plano 
complejo no tienen todas las propiedađes propias para las funcio- 
nes son z y cos z habituales. En particular, estas funciones no están 
acotadas en el plano complejo. 
as 
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En virtud de (4), para z real tenemos 


cosiz= e 00, + 00, (5) 
soniz= ihr oo, 200, (6) 


Las fórmulas (5) y (6) establecen de paso una relación entre la 
«trigonometría compleja» y la shiperbólica». 

La función z = Ín w de una variablo compleja w se define como 
función inversa de la función 


wee, mM 

Si anotamos w æ 0 on la forma exponencial 

w=peéé (p=|w|>0), 
la igualdad (7) se escribirá en la forma 

NN 
do dondo 

p=, 0=y—2a, 
es decir, 
z=Ip, y=0+2 (k=0, +1, +%...). 


Por lo tanto 
2=lw=x+ iy = ln p + i (0 + 2kn) = In jw | + 
+iArgw = ln |w |+ i arg w + i 2kn 
(k= 0, +1, +2 ...), (8) 


donde Jn | w | (ho | > 0) se entiende en el sentido habitual. Do 
(8) se ve que In w (w 0) es una función multiforme de w junto 
con Arg w, no importa que sea w: real o comploja. 

Por ejemplo, desde el punto de vista de esta teoría (de las fun- 
ciones de una variable compleja) In 1 es igual a uno de los números 
2kni (k = 0, +1, +2, .. .). En el análisis real para la expresión 
de In 1 se elige éntro dichos números un único número real 0. 

No es muestro deseo de profundizarnos más en la-teoría de las 
funciones de una variable compleja (esto no es nuestro objetivo). 
Nos limitamos sólo a una-observación con motivo do la fórmula 


mätas- 4 E. (—1<:2<1), 


que fue obtenida en el $ 4.46 para z reales, Al sustituir z en el se- 
gundo miembro de la serie por s con 


|=1<4, 
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Ja sorie quedará convergente. Podemos decir que su suma es igual 
a In (1 + 2), donde el logaritmo se entiende en el sentido de la de- 
finición aducida más arriba, con mayor precisión, la suma es igual 
a una de las ramas uniformes de la función multiforme 


ln (1 +2). 


Las funciones de una variable compleja que se desarrollan en 
series do potencias (series de Taylor) se Haman funciones analíticas. 
Se estudian en el apartado de las matemáticas, llamado teoría de 
las funciones analíticas o teoría de las funciones do una variable 
compleja”). 

'Observomos por fin que si en una serio de poten 
de u 


en potencias 


ay + au t a 


cuyo radio de convergencia es |u |< R, ponemos u = z — Zo 
donde zọ es un número fijo (complejo, en el caso general), obten: 
dremos una serie 


ata (n) Ham H 


llamada serie de potencias en potencias de z — zo. 
Dicha serie converge en el círculo (de convergencia) |z — za | < 
< R, y diverge para z que satisfacen la desigualdad |z — zo | > R. 


§ 9.14. Series 
en los cálculos aproximados 


En esto párrafo nos preocuparemos del cálculo aproximado de 
los valores de las funciones elementales. 
Una función elemental más simple os el polinomio 


Pp (3) = ag + art H aaa" 


El cálculo de esta función para z = x, se reduce a la realización 
de un número finito de adiciones y multiplicaciones. El valor de 
la función citada en el punto x, puede hallarse fácilmente con cual- 
quier grado de exactitud. Muy rápidamente esto puede lograrse, 
si so usa una máquina computadora. 

Existen otras funciones elementales, como, por ejomplo, son z, 
arctg z, ..., las cuales, según lo demostrado anteriormente, 
se desarrollan on una serie de Taylor en potencias de z. 

El error que se cometo al cambiar las funciones (sumas de las 
series) por ol polinomio de Taylor, podemos determinarlo estimando 
el término residual de la sorie. 


1) Véase muestro libro «Ecuaciones diferenciales. Series. Integrales múlti- 
ples. Funciones de una variable compleja». j aii 
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Veamos una serio de potencias 
1 = atartea + o (RIL R) 4) 
cuyo intervalo de convergencia es (—R, R). Estrictamente dentro 
del intervalo de convergencia esta serie converge hacia f (z) con 
la velocidad de una progresión geométrica decreciente. 

En efocto, soan q, y q unos números arbitrarios que satisfacen 
las desigualdades O < q, < g < R. Entonces, la serio (1) converge 
en el punto z =q, y sus términos forman una sucesión acotada 
(1 eng" < M, Vn). Por ello, para todo z € [—q,, q,) es válida 


lenz" = | eag" (5) <a (E), 


donde glg < 1. 

Vemos quo una serie de potencias es provechosa cuando se emplea 
para ol cálculo do los valores do las funciones f (z) en los puntos 
ubicados estrictamente dontro del intervalo de convergencia, 

En cambio, si el punto z es uno de los extremos del intervalo 
(—R, R), entonces en el punto citado, si la sorie converge, lo hace 
a menor velocidad en comparación con una progresión geométrica 
decrecionte. La convergencia en este caso es, de modo corriente tan 
lenta que resulta inconvonionte emplear directamente la serio de 
potencias (1) para calcular los valores de f en el punto extremo ci- 
tado. lustremos estos hechos con los ejomplos concretos. 

Empecemos por el cálculo del número x. 

En el $ 9.12 (ejemplo 1) fue probado que 


ara Eh (1<). (2) 


En el punto z = 1 esta serio es también convergente. Demostre- 
mos que clla converge precisamente hi arctg 1 = 0/4. En el 
$ 9,42 esta afirmación no so ha demostrado. 

Examinemos una identidad 


A (1 E 


i 1 
A | emae f 
f H 

7. 
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donde 


i 
om | Ea 
| 


Es fácil vor que 


i 
19,15) ai mro no. 


Do aquí se deduce que 
[aote 3 FP |0, n oo, 
e 


es decir, arctg 1 constituyo la suma de la serie 


ay 
ct Y 


o bien 


4) E. (5 


pu 


Vemos quo esta serie convorgo más lentamente que cualquier 
ns Eo goométrica decreciente. 

ara calcular el número z por modio de la serie (3) con ua error 
inferior a 10-*, se deben tomar tantos sumandos de la serie (3) que 
el resto fuera inforior a 10-*, Como la serio (3) es una serio de Leib- 
niz, su resto es menos dol módulo de su primer término 


128,1 


Do aquí se ve que, para n = 2-10*, | R, | < 10%. Do este modo, 
se debon tomar dos millones de sumandos de la serio (3), para que 
se garantice el valor de x con la precisión requerida. ; 

Sería un absurdo realizar este trabajo a mano. Se puedo hacorlo 
con ayuda de una máquina computadora, pero incluso ésta última 
no asegurará el trabajo productivo, si se emplea la serie (3). 

Indiquemos una sorie que converge hacia el número xt con mayor 
rapidez. Con este fin examinemos un número æ tal que 


ga = 1/5. 


392 


Entonces 


Do aquí 


4a—F=arctg (1/239), 


a = 160 — 4arctg (1/239) = 16arctg (1/5) — 4arctg (1/239). 
Haciondo uso, ahora, de la serie (2), obtenemos 


SE $ ER 
10 Y an 


Las dos últimas series convergen lo suficientemente rápido 
(más rápido que una progresión geométrica decreciente). 

Es fácil comprobar que el resto do la primera serio es inforior 
a 10 ya para n = 4. Por eso, al calcular los cuatro sumandos de 
la primera serie y dos sumandos de la sogunda (con una exactitud 
do hasta el sóptimo signo), obtendremos, como resultado: 


n m 3,141592, 


con la particularidad de que los primoros cinco signos decimales son 
oxactos, 
Cálculo de logaritmos 
Una serio do Taylor par: 
tenerse integrando una identi 


TES (ri, 


¿snción y = In (1 + 2) puede ob- 


-ite 0 


müte)= | 5 
è 


Para z = f, esta serio es convergente y converge olla hacia ln 2. 
En efecto, integrando la identidad 


e ana a e e 


dentro de 10, 1], obtenemos 


O r HBa 
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donde 
n 


1 
hal- j Fra |<] etas qH >o 1-0. 
š 


Cuando z = 1, la serie (4), al igual que también la serie (3), 
converge lentamente. 


Al sustituir en (4) z por —z, obtenemos 
TEN ES 6) 
a 
Sustrayendo (5) de (4), tenemos 
bittan? 3E (6) 


Precisamente esta igualdad se usa para el cálculo de los logarit- 
mos de los números naturales, Por ejemplo, suponiendo z = 1/3, 
obtenemos 


> 1 5 
1222 apa? (m 


donde la convergencia de la serie on ol segundo miembro os incluso 
más rápida que la de una progresión geométrica. 

Para calcular In 2 con un orror inferior a 10% es suficionte tomar 
cinco sumandos de la serie (7): 


ln 2 æ 0,693146 


(cada sumando de la serie calculamos con seis signos tras la coma). 
En general, suponiendo z = EF m es un número natural, 
obtendremos 
diront 


Tr Sm 


æ (8) 
ln(m+1)=lnm+2 3) 5 a aT 

a 
Suponiendo sucesivamente m = 2, 3,. 


ln 4. .... La serio en el segundo miembro 
rápidamente. 


26-01389 


hallamos In 3, 
lo" (8) converge muy 
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La serie de Taylor para la función f (z) = (1 + z)” se ha obte- 
nido en el $ 4.16: 


A ASAS o 


La serie (9) se denomina binomial. Se sabe que la serie (9) no 
siempro es convergente cuando z = +1, pero si convergo, la con- 
vergencia es lenta. Por eso, si, por ejemplo, hace falta calcular Y 2, 
no es racional aprovechar la fórmula (9) para z = 1, a = 4/2, Re- 
sulta más conveniente el procedimiento siguiente. La expresión 
subradical se transforma, habitualmente, de una manera tal que 
so diferencie poco de la unida: 


o bien 
Vier 
Los números 25 y 49 se hallan del modo siguiente; escribimos 
los cuadrados de los números naturales 
1,4, 9,46, 25, 36, 49, 64, ..., (11) 
y anotamos luego una línea de números que se obtienen multiplican- 


do cada uno de los números en (11) por la expresión subradical, en 
ol caso dado, por dos: 


2, 8,18, 32, 50, 72, 98,128, .... (12) 


En las líneas (11) y (42) buscamos aquellos números cuya razón 
soa próxima a la unidad. Entro los números escritos los buscados 
serán procisamonte 49 y 50 = 2-25. 

Si continuamos dichas líneas, podemos encontrar otro par do 
números próximos: 289 y 288, es decir, 


Vī= 2-144.289 17/2580 47, tyne 
2- V em aV wel) a 

Ahora ya podemos emplear la serie (9). Por ejemplo, en virtud 
Tree n e aa o Aii 


1—4)". ao 


y- 5 OH) 
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La serie en el segundo miembro de (14) converge muy rápida- 
mente. Además, es alternada, es decir, el resto de la serie es infe- 
rior al módulo del primer término de este resto. 

Escribamos la serie. (14) en Ja forma desarrollada; 


4 1 4-3 1:3-5 
Vi-Ell-+2 t aa aa + J. 05 

El tercer miembro do la serie (15) es inferior a 8-10-*< 10», 
por lo cual 


VE = $p (1 — gy) = 14414207... 


con cuatro signos exactos. 

Observemos que el cálculo de VZ, partiendo de (10), es muy 
cómodo, pues, en el denominador obtonemos en seguida las poten- 
cias do 40. Si tomamos tres primeros términos de esta serio, enton- 


ces VZ 1,41421. z 
EsempLo 1. Calcúleso / 3 con un error inferior a 0,04. 
Escribamos los cubos de los números naturales 


1, 8, 27, 64, 125, 216, ... 
y la fila de estos números multiplicados por 5: 
5, 40, 135, 320, 625, 1080, ... .. 


Dë quí 
3 / EAB 5 40 y43_5 8 yus 
FE) 


5 8 2a 250 
E 


el tercer término de la serie 


vs =h(1 +2) = 1 + 
con un error inforior a 0,01. 


por tanto 


$ 9.15. Concepto 


de serie múltiple 
Una expresión 
È, 2 an (1 
o 
donde aj, son unos números (reales o complejos) dependientes de 
los pares de índices k, 1 = 0, 1, 2, . . .. se denomina serie doble. 


260 
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Los números a»; llevan el nombre de términos de la serie, mientras 
que los números 


5-22 am (m,n=0,4,2,...) (2 


se llaman sumas parciales de la serie (1). 
Los pares de índices enteros no negativos (k, 2) pueden conside- 
rarse como los puntos de un plano de coordenadas enteras no nega- 
tivas. Entonces, la suma parcial Smn la integran los términos do la 
serie (1) con índices correspondientes a los puntos (k, 1) de un rectán= 
gulo [0I<k<m;¡0<1<n] (véase 

t la fig. 110). Debido a esta circuns- 
m tancia las sumas parciales Smn se 
Naman también sumas parciales rectan- 

gulares de la serie (1). La cantidad de 

los términos de la serie (1) en Sm 


es igual a N = (m + 1) (n + 1). 
Por definición, la serie (1) con- 
verge por rectángulos hacia el número 
% S, llamado suma de la sorio (1), si 
ó mo existe 
Fig. 110 lim Simp =8, (3) 


es decir, si para todo e > 0 existo tal número Na (+) que 
|Sm =E |<e, 
cualesquiera que scan m, n > Na (e). En este caso se escribe 
Analicemos el caso en que los términos de la serie (1) son núme- 
ros no negativos (2,1> 0). Pongamos 
A= Sup Sma: (4) 


T Si A< œ% es un número finito, para cualquier e > 0 se en- 
contrará tal par mp, ny que A — £ < Sim, < Á, y, Por ser dp, no 
negativo, 

Smin < Sins M, n > No = máx (Mo, Mo). 


Por eso, A — e < Sma <A + e, m, n > N, y existo un límite 
lim Sma =A. 
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En cambio, si A = œo, entonces, evidentemente (para ar> 
>0), lím Sm, = A = œ. En esto caso so escribe 


La serio (1) se Mama absolutamente convergente, si converge (por 
rectángulos) la serie 


E Ata 


Al igual que on el caso de las series ordinarias, so demuestra que una 
serie absolutamente convergente converge. La demostración se basa 
en el criterio de Cauchy: para que la serie (1) converja, es necesario 
y suficionte que para todo e > O exista un número N (e) tal quo sea 


1Smn — Spa! < es 


cualesquiera que sean m, n, p, q > N (e). 
La argumentación del criterio de Cauchy es la misma que para 


las series ordinarias. 
A la par con la serie (1) puedo examinar una expresión 


ani), 


a la que sería natural asignar un número A (si es que existe) que 
se obtiene del modo siguionte; si la serie encerrada entre paréntesis 
es convergente para todo k = O, 1, ... y tiene por suma An, Y si 


la sorie D A, converge hacia el número A, suponemos 
=] 


A- Š a = Š (À o). © 


Teorema 1. Si la serie (1) es absolutamente convergente, se verifica 
la igualdad 


Š X ou- È (À o. © 


Demostración, Admitamos, al principio, que an; es no negativo. 
Supongamos que el primer miembro de (6) es igual al número S. 
Para cualesquiera s y n no negativos tenemos, siendo s < m: 


SS m 
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de donde se ve que las series Y a, (s=0, 1, . . .) convergen; por 
i en la segunda igualdad de (7) fijamos m y pasamos al 
n— œ, obtendremos 
PACO 
A] 

para cualquier m, y de aquí so doduce la existencia del número A 
(véase (5)) y el hecho de que A< S. 

Por otra parte, si el número A es finito, entonces 

SY, E (Dan) <A, 
cualesquiera que sean m, n, razón por la cual 
S=SUp Sn <A. 


esta razón 
límite pi 


Queda demostrada la igualdad (6) para ap;> 0. 
Supongamos ahora que a, son unos números arbitrarios reales. 

Pongamos 

d [ anlan >0), (a <0), 

HL o auco "LO (m>. 
Entonces 

an = ati — ain a + aii = | an le 

Por lo tanto de la convergencia de la serie E Za», proviene la con- 
vergencia de las series EZaf,, EXaz, de términos no negativos y 
por esta causa 


23 + ID ah 1D a = 
=X (J ati) — X (X ai) =D (X an) + 
2 P 1 
Por fin, si ayy = an; + ¡far Son unos números complejos y la 
serio ZÈ | an | converge, entonces convergen también las series 


22 |an l, 1 Par l, donde ca, y Par son los números realos, 
por eso 
IIA 


-Z Gag Gh- E om) 


El teorema queda completamente demostrado. 
EsempLo 1. Analícese para qué a > 0 converge la serie doble 


a Š waye 
Sa 
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Resolución. En virtud del teorema 4, la investigación puede 
ser reducida a la convergencia de las series habituales (de multi- 
plicidad unidad): 


y! (k+) =A y 5 Ar. 
a Ss 


Como sabemos (véase el $ 9.2, el toorema 2), la convergencia 


de la primera serie J) (%-+1)7* es equivalente a la de una inte- 
a 
gral impropia | (k-+y)“dy. la cual converge para a >1: 
3 


ars tay ET >). 
tiaga. i 
Jas 

A e Jesas 


La última integral converge para a — 1> 41, es decir, para 
a > 2. Por cso, la serie de partida (doble) converge por rectángulos 
cuando a> 2. 

Esaminemos un problema más. Supongamos que una serie doble 
(1) es convergente y, además, absolutamente. Su suma $, al igual 
que la suma $” de la serie formada do sus valores absolutos, puede 
anotarse en forma de los límites habituales de Jas sucesiones 


sa 
S=lím Y an= 
0% 


im San 5 1 > 2 laal = lim Sins 


que dependen sólo del índice n. A las sucesiones {Snn}, (Sin) les 
corresponden las series convergentes 


S = ago + (tio + An + am) + (tso + an + ag + an) + 
>) 
S=|am |+ (| ao |+ |an |+ lao DE 
+ (law |+ lan |+ las |+ 102 1+ iao D+ 
+ lan + -.)+... 0) 
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de tórminos iguales a las sumas de números que se encuentran entre 
paréntesis. Pero, entre paréntesis de la segunda seric figuran unos 
números no negativos, por lo tanto su convergencia no se altera, si 
tachamos en ella los paréntesis: 


lao |+ lao 1+ lan] + lan |+ lasit- (10) 
Mas, en esto caso, la serie 
Goo + aso + an + ap + ot an 


obtenida por tachadura en (8) de todos los paréntesis, es absoluta- 
zonto convergente y, por consigulonte, converge; evidentemente, 
acia S. 

Hemos probado que si Ja serie doble (1) convergo hacia el número 
S, y, además, absolutamente, entonces la serie habitual (de multi- 
plicidad unidad) (44), obtenida de (1). también converge hacia $ y 
también absolutamente. Sabemos que los términos de una serie 
absolutamente convergente pueden permutarso de una manera cual- 
quiera sin que se alteren su convergencia y su suma. 

Con esto queda demostrado el siguiente teorema: 

TEOREMA 2 Si numeramos arbitrariamente con ayuda de un indice 
los términos de la serie doble (4) (Vo, Uy, Vas - . -) que converge hacia 
el nimero S, y, además. absolutamente, y formamos una serie va + t, + 
+ vs +... entonces la última convergerá absolutamente hacia el 
mismo número $. 

Demostromos, además, el siguiento teorema: 

TEOREMA 3 Sean dadas dos series absolutamente convergentes (de 


multiplicidad unidad) J; ux, Y) v; y supongamos que toda clase de 


productos uv, (k, L= Ò, 1, 2. . . .) están numerados arbitrariamente 
con ayuda de un Índice: 129, w,, w,, - « .. Entonces, es válida la igual- 
dad 


PEG 2 n= 
donde la serte a la derecha converge de modo absoluto. 


Demostración. Efectivamente, supongamos que X) lua] =M, 
Q 


Žwi= 


puesto que para cualesquiera m, n se tiene 


. La serie doble Y) Y u,v; converge de modo absoluto, 
os 


DiD) lavil =X; lush- D lvl <A. 
i iait 
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Por lo tanto 


NS 
E E 
“RA Ba, ero 
donde la última igualdad se verifica debido al teorema antecedente, 
Obsorvemos en conclusión que pueden examinarse las series 
n-múltiples (n> 3) 


Zi, Chito. Ane 


E 
Observación. Hemos introducido más arriba ol concepto de su- 
mas parciales rectangulares Sm» que contienen N términos de la se- 


rie (3) (N = (m + 1) (n + 1), Cualquier suma compuesta por 
T t 
M 
(rt) 
7) 
k “k 
7 3 1 
Fig. 114 Fig. 142 


un número finito Y de sumandos de la serie (1) suele llamarse Lam- 
bién sumn parcial de esta serie. 

En el caso de la serie múltiple (1) las sumas parciales que con- 
tienen N términos de la serie y que so designarán con $ y pueden 
construirse de los modos diferentes. Podemos, por ejemplo, tomar 
una suma parcial que contenga los términos de la serie con índices. 
k. l, correspondientes a los puntos de un plano (k, 1) que pertenecen 
a un círculo de radio R y centro en el origen de coordenadas (fig. 111): 

Su=Sr= Y Mp 
mafien: 

Cabe notar que los números Y y R están ligados entre sí por 
medio de una relación N = O (R°) (se puedo demostrar que la can- 
tidad de los puntos (k, ¿) con coordenadas enteras ubicados dentro 
del círculo de radio R es proporcional al área de este círculo). 
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La suma Sp se llama suma parcial circular (esférica) de la serie 


4). 
Para una serio n-múltiple (n> 3) la suma esférica tione por 
expresión 
O n 
“den 


Si incluimos en la suma parcial los términos de la serie (1) con 
índices (k, 1) satisfaciontes la condición 


0<Sk+1I<M (*>0,1>0), 


la suma parcial coreespondiente S y = Sy (N = 0 (41)) se llamará 
suma parcial triangular (véase la fig. 112) do la serie (1). 

Según sea el carácter de las sumas parciales, podemos definir 
diferentes tipos de convergencia do la serie (1). 

La serie (1) so denomina convergente hacia el número S por es- 

, si Ve >0, INe (e) tal que para R > N, (e) so cumple la 

desigualdad 1 Sg —S | < e 

Análogamente so define la convergencia por triángulos. Es de 
interés la cuestión de cómo están ligados entro sí los diferentes ti- 
pos de convergencia de la serie múltiplo (1), no obstante no nos 
«letendremos on esto. 

PRODLEMAS: 

4. Investígueso para qué æ > 0 converge la serie triple (de mul- 
tiplicidad tros) 


AA 


Respuesta: a > 3. 
2 Investígueso para qué æ >Q converge la serie n-múltiplo 


D t EL 


Respuesta: a >n. 
3. Investígueso para que a > 0 converge la serie doble 
da 7t, 
2er 
Respuesta: 4 > 1. 
4. Investíguese para qué a, Pı, Pa converge la serie doble 


È Ey. 


4 


Respuesta: >i +i 
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5, Invostíguese para que œ, fi, - - -, Ba > O converge la serie 
n-múltiple 


A 


sa 


Respuesta: a> J; $ 
a 


$ 9,16. Adición 
de las series y de las 


sucesiones 
Sean dadas una sorie numérica 
UH UA 100) 
y una sucesión de sus sumas parciales 
Si =4+U +... Uy. 2) 


La serie (1) puedo ser convergente o divergente. 
Una sucesión 

1 
“ai 
lleva el nombro do sucesión de medias aritméticas do la sucesión 
(Sn) o de la serie (1). Es fácil calcular que 


On SoS, +... Sa] (1=0, 1,2, ...) (3) 


De este modo, los tórminos de la suma o, se difieren de los tér- 
minos correspondientes de la suma parcial de la serie (1) en lo que 


los últimos se multiplican por los números Ay = 1 — si que 


son inferiores a la unidad. Por eso, si la sucesión (Sn) diverge, pue- 
de ocurrir que, a pesar de eso, la sucesión (0,) sea convergente, 
Por definición, la serie (1) (o bien la sucesión (S, )) se adiciona 
por el método de medias aritméticas hacia el número 0, siempre que 
existe un límite 
limo, =0. 


1eoresa Si una serie (1) converge hacia el número S. se suma por 
el método de medias aritméticas, y, además, hacia el mismo número S. 
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Demostración, Supongamos que la serie (1) converge; entonces 
existen un número M tal que 
IS, 1SM G=0,1,2..) (5) 
y un número natural n, suficientemente grande que se considerará 
fijo (mientsas que k y, en lo sucesivo, p, se considerarán variables) 
que 
(6) 


[Shi —S 1 <e 
Luego, tenemos 


de donde, al tomar en consideración que 
1 Ao add 


p nperi PPD? 


obtenemos 
ni +4 
15 —0p4 pl <et E MA RM etetem elp > Po), 


si P, os suliciontemente grande. Por consiguiente, dn +p > S (p — 00) 
© bien, que es igual, 0,=> $ (/=> œ), es decir, ol tvorema es cierto. 


EJEMPLO 1, Examinemos una serie convergente 3 Pal 
Es 
Aquí, 
Sami, Si=143> 
De w 
= Iot. -+Sl==+37 


1 1 
=+ [n+ 7 ]=2- apit ppp? (no). 
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esempro 2. La serie 1—1+41-—... diverge, pero se suma 
hacia el número 1/2 por el método de medias aritméticas. 


En electo, para la serie dada Sẹ = 1, Sı =O, <.» San = 1, 
Tr dy e 
“Bor lo tanto 
Oma galet ++ H Seal malito.. +0+1= 


add A 
“HA reo 


os Po. 
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